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A Remark on Hyperabelian Groups!) 


By 


GILBERT BAUMSLAG?) 


1. Let G’ denote the derived group of the group G. B. H. NeumANN [1] has termed 
an ascending series of groups 


(1) Goss Gi S62 5: 
an infinite ascending derived series if the series is infinite and 
Gini = G (i = 0, 1,2, ...). 
For the sake of brevity we call an infinite ascending derived series an iads. We also 


call’ Ga — LU G; the union of the iads. Obviously Gq is perfect i.e. Go = Gu. We ob- 
i=1 * 
serve also that G; is normal in Gy since G; is characteristic in Gj1 (¢ = 0, 1, 2, ...). 
Following P. Hatt [2] we call a group G residually finite if for each x € G (a + 1) 
there corresponds a normal subgroup N; of G not containing x such that G/N, is 
finite. Furthermore (cf. K. W. GRUENBERG [9]) we call a group G hyperabelian?) if 
every non-trivial homomorphic image of G contains a non-trivial abelian normal sub- 
group. Suppose now that F is a property pertaining to groups. Then we say Gis poly-F 
if G contains a finite series of subgroups 


Go Gy. SG =G 


such that G; is normal in Gj; and Gj41/G; is F (« = 0, 1,...,k — 1). 
The theorem that we prove is then the following. 


Theorem. Let (1) be an iads. If Go is either soluble, finitely generated and residually 
finite or poly-abelian-of-finite-rank, then Go lies in the centre of Gy. 


This theorem may be compared with the fundamental theorem of B. H. Neumann 
[1] which asserts that in an iads (1) there is no finitely generated metabelian factor 
group Gi+2/G;. (ef. also P. Haut [3)). 


2. Let us call a group G an ./-group if every perfect hyperabelian group of auto- 
morphisms of Gis trivial. It is clear then that every finite group is an .°/-group. More- 
over, R. Barr [4, Hauptsatz 2, p. 167] has proved that every torsion-free group and 


1) The author is indebted to the referee for his many helpful remarks. 
2) This work has been sponsored by the National Science Foundation, Grant G 9659. 
3) A hyperabelian group has also been called soluble by Baur [4]. 
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every torsion group, of finite rank, are ./-groups. We shall slightly generalize these 
theorems of Barr with the aid of the following lemma. 


Lemma 1. Let G@ be a group and let H be a characteristic subgroup of G. If G/H and H 
are both J-groups, then G is an -group. 


Proof. Let A be a hyperabelian group of automorphisms of G which is perfect. 
Then A induces in G/H and H groups A and A, respectively, of automorphisms, in. 
the natural way. A and A are homomorphic images of A and are therefore hyper- 
abelian and perfect. Since G/H and H are <&-groups, A = A = 1. In other words A 
induces the trivial group of automorphisms on G'/H and H. So A is abelian (cf. e.g. 
Sprcut [5], p. 88, Satz 19). Hence 

Ams A’ mall, 
Therefore G is an .~-group. 


Corollary 1. Let G be a soluble group and let 
G= GO > GW > G2s>---> GH =] 
be the derived series of G. If each factor group GO/GD is an -group then so is G. 


Proof. The corollary follows by induction from Lemma 1. 

As we remarked earlier, a torsion-free abelian group of finite rank is an .-group. 
Moreover so is any torsion abelian group of finite rank, since it is the union of finite 
characteristic subgroups. 

Any abelian group of finite rank is an extension of a finite characteristic subgroup 
by a torsion divisible group, which is characteristic and of finite rank, by a torsion-free 
abelian group of finite rank (cf. e.g. I. KapLANsKy [6] p. 8 etc.). So, by Lemma 1, an 
abelian group of finite rank is an .-group. This leads to the following corollary. 


Corollary 2. Let G be poly-abelian-of-finite-rank. Then G is an -group. 


Proof. It is clear that G/G’ is an abelian group of finite rank. Since a subgroup of 
a group which is poly-abelian-of-finite-rank is also poly-abelian-of-finite-rank, it 
follows by induction that @’ is an ./-group. So, by Lemma 1, G is an ./-group. 

We require a second lemma. 


Lemma 2. Let G be a group. Suppose that the intersection of all characteristic sub- 
groups H of G with an S-factor group G/H is the identity. Then G is an f-group. 


Proof. Let A be a perfect hyperabelian group of automorphisms of G. Suppose H 
is a characteristic subgroup of @ such that G/H is an /-group. Now A induces a 
perfect hyperabelian group of automorphisms of G/H. Since G/H is an </-group this 
group of automorphisms is trivial. So 


gag teH (xe A,geQ). 
Since the intersection of such characteristic subgroups is 1, it follows that 
Jog 2 = 1s, 
Therefore « = 1 and so A = 1. Hence G is an J -group. 


° . 4 
’ 
, 
. 
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Corollary 3. A finitely generated residually finite group G is an f-group. 


Proof. G satisfies the conditions of Lemma 2 since the number of subgroups of a 
given finite index in a finitely generated group is finite (M. Hau [7]). Therefore the 
intersection of the characteristic subgroups of G of finite index is 1. 

Next we prove Lemma 3. 


Lemma 3. Let (1) be an iads. Suppose Go is an -group and that Gy is hyperabelian. 
Then Go lies in the centre of Gy. 


Proof. Gy induces a perfect hyperabelian group A of automorphisms of Go. So 
A = 1. Therefore the centralizer of Go in G» coincides with G@. So Go lies in the 
centre of Gy. 

We can now proceed to the proof of our theorem. For we need only observe that as 
Go is soluble in both cases, G» is hyperabelian. So, on using Corollary 2 or Corollary 3 
and then Lemma 3, the theorem follows immediately. 

Finally we remark that most of the iads constructed so far have a cyclic Gp. In 
these cases Go has no option other to lie in the centre of Gq (cf. B. H. NEumaAnN [1] 
and G. Baumstac [8]). 
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A Note on Algebras of Nilpotent Matrices 


By 
; R. Hart 


1. It was proved by Scuur [1] that the maximum dimension of a commutative) 
algebra of nilpotent n x n matrices is [n2/4], where [m] denotes the integral part of the» 
positive number m. In the same paper, ScuuR showed that if a commutative algebraA 
of nilpotent x n matrices has dimension [n2/4], then A is a zero algebra, i.e. A? = 0, 
unless n = 3, and then A? = 0. Modifications of ScHuR’s proofs enable us, in Theorems . 
1 and 2, to establish similar results for classes of non-commutative algebras. 


2. We prove first an inequality concerning the dimension of a set of linear trans- 
formations. Let U, V be finite-dimensional vector spaces over an arbitrary field ®, 
and ©@ a set of linear transformations of U into V. Define the dimension of , denoted 
by dim , as the maximum number of linearly independent transformations in &. The 
kernel of &, denoted by ker , is defined as the set of all vectors win U such that su = 0- 
for all s € &. Clearly ker & is a subspace of U. The range of , denoted by R(), is de- 
fined as the subspace of V generated by all vectors of the form su, where se, ue U.- 


Lemma 1. Let U, V be finite-dimensional vector spaces and & a set of linear trans- 
formations of U into V, with kernel K and range R. Then 


dim § <= dim R(dim U — dim K). 


Proof. Choose a basis uw, ... , ua, k1,..., ky for U, anda basis71, ..., 7,11, .-- ,Uq 
for V, where ki eK, 4, ¢ R, b = dim K, p = dim R, anda + b= dim U, p+q= 
= dim V. Then clearly the matrix of any s in & relative to these bases has the form 


Xx 0 
0 0 


where X has p rows and a columns. Since p = dim R,a = dim U — dim K, the lemma 
follows. 
Let V be an n-dimensional vector space over a field ®, and suppose A is an algebra | 
of nilpotent linear transformations of V. It is known!) that, provided dim A > 0, 
there exists a transformation +0 in A, such that uA = Apu = 0. Such a trans- 
formation is called an annihilator of A. In particular, i? = 0, so that wV cker wc JV, 
and V = Vi ® Ve @ V3, where V3 = LV, Vo © Vg = ker w. Here Vy ~ V /ker w, and 


') This is a result of Carran, see [2]. It also follows from the well-known theorem that an 
algebra which is not nilpotent has a non-zero idempotent. See @52.. [3s Peter 


~~ —_—ae 
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if we put dim V; = r, dim Vz = s, we deduce from the isomorphism law Vi; = V3, 
that dim V3 = 7, and hence n = 2r-+ s. . 

Let A be an algebra of nilpotent linear transformations of an n-dimensional vector 
space, satisfying 


ROA Ae alley. A. 


Denote by /(m) the largest integer which is the dimension of such an algebra. Our 
principal aim in this section is to show that f(m) = [2/4]. We require the following 
lemma. 


Lemma 2. Let A be an algebra of nilpotent linear transformations of an n-dimensional 
vector space, satisfying 
ANCA, all Aen. 
Then 
dim A <r? + rs + f(s), 


where r is the rank of any annihilator of A, andn = 2r + s. 
~Proof. We have V = Vi © V2 @ V3 as above. Hence there exist projections 
6;: V + V; such that > 9 is the identity transformation in V, and 6;6; = 64; 6;. 
then AeA, 7: > 9426;; but wA = Au =0, so that 6:2 = 103 = 0, and 
(1) A = 02/61 + 02/02 + 03461 + 03/1 02. 
Now we define the mappings 
61: A> 62A62 by ¢1(x) = 2x62, 
Co: kerly > 62A60, by Col(y) = O2y 1, 
C3: kerlg 60340, by C3(z) = 03201. 
Then ker 63 c ker 2 c ker¢; c A, and by the isomorphism law, 
Ajker- 61 ~ 024 62, 
ker €1/ker Cz ~ 02 (ker C1) 01 c 62 A091, 
ker Cg/ker C3 ~ 03 (ker C2) 01c 03 A 01. 
This gives 
(2) dim A < dim 62 A 62 + dim 62 A 0; + dim 03 A 6; + dim ker €3 . 
Using (1), we have 92/02 - 022’ 02 = 6241’ 02 whenever A, 2’ € A, so that 02 462 is an 


algebra A* of nilpotent linear transformations of the subspace Vz = 02V, and it 
satisfies 1 A* c A*A, all A e A*. Now since dim Vz = s, we have 


dim 62 A 62 S f(s). 


We require an upper bound for dim 63 461. Since (03461) c V3, and ker 63 40; 5 
> V2 @ V3, we have by Lemma 1, 


dim I, AO, = re, 
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Put kerf3 = J. Thenif yel', y = 03y 02, andso y42A6; = yAb,c Ay; = 0, ie. 
kerI"> Vi @ V3 ® R (602A 3), so that dim ker" => 2r + k, where k= dim R (62 A 64). 
But R(I’)c V3, so by Lemma 1, . 


dim I’ <= r(s — k). 
For 02A6,, we have ker 02 401 > V2 ® V3, so by Lemma 1, 
dim 2 A0, =< rk. 
Hence by (2), 
dim A < r2 + f(s) + rk+r(s —k) = 7? +1rs + f(s). 


This proves Lemma 2. 


Theorem 1. The maximum dimension of an algebra A of nilpotent n x n matrices, 
satisfying the condition AA c Ad, all A € A, is [n?/4}]. 


Proof. We proceed by induction with respect to n. Any algebra of nilpotent 1 x 1 
matrices has dimension 0 = [12/4]. Also if n = 2r + 3, 


[n2/4] = r2 + rs + [82/4]. 


The principle of induction, together with Lemma 2, then gives f(n) < [n2/4], all n. 
The set of matrices whose (i, 7)th. elements are zero for i > [n/2] or j < [n/2] 
is an algebra. Its elements are nilpotent, and it clearly satisfies the condition 2A c 
c AA, for every product of two elements is zero. The dimension of this algebra is 
[n/2] {n — [n/2]} = [n2/4]. 
This example (which is due to Scour) shows that f(n) = [n2/4], and completes the 
proof of Theorem 1. 


Note. Although Theorem | has been proved for algebras A satisfying AA c Ad, a 
slight modification serves to prove the corresponding theorem if the condition AA c 
c AA is satisfied. The modification takes the following form. 
Define 

61: A> 602A by C1 (x) = 62262, 
Co:kerdi>03A02 by aly) = O3y 9 
C3 5 ker f2 — 63. A 6, by €3(z) = 6 
and ker ¢3 = I. Put dim R(T) =k. Then by Lemma 1, dim yh < rk. Also if y er, 
We boy 61, and 
03 Absy — O3Ay Ee O3y A == Qs 


ie. ker63 A025 R(I’) ® Vi @ Vs, and so by Lemma 1, dim 63 A602 < r(s — k). 


3. In the proof of the next theorem we shall use the following lemma. 


Lemma 3. Let U, V be vector spaces of dimensions u, v respectively. If A, B are sub- 
spaces of the set of all linear transformations of U into V, and if ker A> ker B, and 
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dim B = v(u — dim ker B), then we have 
eked ay: 


Proof. Choose a basis for ker B, and extend this basis to a basis for U. Then 
every transformation in B has a matrix of the form (X,0), where X has v rows 
and w = wu — dim ker B columns. Since dim B = vw, every v X w matrix is a linear 
combination of the matrices X. However, since ker A > ker B, every transformation 
in A also has a matrix of the form (Y,0), where Y has v rows and w columns. It 
follows that Ac B. 


Theorem 2. Let A be an algebra of nilpotent n x n matrices, satisfying the condition 
AA = Ad, all Ae A. Then if A has dimension [n2/4], A is a zero algebra, i.e. A? = 0, 


unless n = 3, when we have A? = 0. 


Proof. If A has dimension [n2/4], we must have, in the notation of Lemma 2, 


(i) 62.A61 = 62(ker ¢1) 61, 

(ii) ker [’= Vi © V3 © R(02A91), 
(iii) dim J’ = r(n — dim ker I’), 
(iv) dim 62 A 62 = [s?/4]. 


We have A = ker ¢; ® K where by (i), we may suppose without loss of generality 
that 02K6,; = 0. Let ke K, Ae A. Then 03k/10; = 631'k 6, for some A’e A. But 
62k 64 = 0, hence 63k104 — O3k 02170, == (0) Consequently 63K Oo R O2A6, = 0; and 
so by (ii), ker 03K 02> ker I’. Hence by (iii), and Lemma 3, 63K 62 c I’. 

It follows that whenever ke K, k’ = 63k0, + O02k02 = k — 03k02¢ A, and 
03k'82 = 62k'6, = 0. We may therefore replace K by the set of all k’, and we shall 
simply suppose that K already satisfies 


62K 0; = 63K 02 =0. 


Since A = ker 6, @ K, we see that 62462 = 02K 62. Now unless 62402 = 0, 
there exists z in K such that 627262 +0 is an annihilator of 62462. Also we must 
have 0370, ¢ A, for otherwise the algebra A + ©0370, would have dimension 
> [n2/4]. Hence 2* = 2 — 6376; satisfies 7* = O22* 62, and x* is also an annihi- 
lator of 02 A 62. 

Now let Ac A. Then OoAn* = 0, and x*A = Oen*/ = 02/'n* = 0, for some 
NEA, i.e. a*A =0, and hence Ax* = 0, i.e. x* is an annihilator of A. So also 
is uw + a*, and w + 2* has rank > r. Hence if we choose 7 to be maximal, we must 
have 02462 = 0, i.e. by (iv), s = 0 or 1. If s = 0, we can readily show that A? = 0. 
If s = 1, we have either k = 0 ork = 1.k = 0 gives A? = 0 immediately. If k = 1, 
dim 2 44; =r, and in the relation 


O3A82v 04 — O3'02A01, some v’€ A, 


we may suppose that 02161, 02461, are linearly independent unless r= 1, i.e. 
n = 3. So unless n = 3, 03402 = 0, all A, i.e. unless n = 3, 63402 = 0, and so 
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A2 = 0. The case n = 3 is easily investigated separately, and although we may 
not have A2 = 0 in this case, we always have A® = 0, 


4. Scuur’s results on nilpotent commutative matrices are included as special 
cases of Theorems 1 and 2. Another special case is an algebra of anticommuting 
matrices. We call an algebra A satisfying ab = — ba, a? = 0, all a, be A, a nil 
algebra. 


5. Nil Algebras. 


Theorem 3. The maximum dimension of a nil algebra of n x n matrices is [n?/4]. 

This follows from Theorem 1, since the example given in Theorem | is in fact a 
nil algebra. 

Theorem 4. Let A be a nil algebra of nxn matrices. Then if A has dimension 
[n2/4], A is commutative. 

This follows from Theorem 2 (with no exception for n = 3). 

Theorem 5. For n = 4, let g(n) be the maximum dimension of a noncommutative nil 
algebra of n <n matrices over a field ® of characteristic different from 2. Then 

g(n) = [2/4] —n +3. 


Proof. Let Ei; be the n x m matrix having 1 in the (7, j)th. place and zeros else- 
where. Then if the characteristic of the field ® is different from 2, the matrices 
Eig + E34, Hig — Eo4, Ey4, form a basis for a non-commutative nil algebra of 


dimension 3. Define m = n — E (n — 4)| . Then the matrices 


£y;, m<ojsN, 
Kia, A= UM, 
Eyx, 4<A2<m, m<opsn, 


form a basis for a commutative nil algebra of dimension 


1 n2 
-n—4 ls @—4]=|4 


The two algebras annihilate each other, so their (direct) sum is a non-commutative 
nil algebra of dimension [n2/4] — n + 3. This example establishes Theorem 5. 
The remaining results concerning nil algebras are stated without proof. 
(a) Every nil algebra of 2 x 2 or 3 x 3 matrices is commutative. 
(b) Provided the characteristic of the field @ is not 2, every nil algebra A satifies 
As =0. ; 
(c) Let A, B be algebras over a field @. If A is a nil algebra, and B a commutative 
algebra, the tensor product A ® B is a nil algebra. 


4p 


= Tk 


Acknowledgement. The author wishes to express his grateful thanks to Dr. H. 
K. Faranar for valuable criticism and many helpful suggestions. 
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On a Theorem of TSEN 


By 
Cary Farri!) 


\ 


The purpose of this note is to generalize the following theorems of TsEN [4]. 


TSEN’s First Theorem. Jf D is a finite dimensional division algebra over a field which 
is a function field in one variable over an algebraically closed constant field, then D is a 
field. 


TSEN’s Second Theorem. Jf Z is a function field in one variable over a real closed 
constant field, and if D is a noncommutative finite dimensional division algebra over Z, 
then D is a (4-dimensional) quaternion algebra over Z. 


TSEN’s two theorems are implied by the following theorem in the case K CZ. 


Theorem 1. Jf K is a function field in one variable over either an algebraically closed 
constant field, or a real closed constant field, and if D is a noncommutative division ring 
containing K such that D has finite dimension over K, then the center Z of D is a function 
field in one variable over a real closed constant field, and D is a (4-dimensional) quatern- 
ion algebra over Z. 


Inasmuch as no field of prime characteristic can be realclosed, the following 
corollary is immediate. 


Corollary 2. If K is a function field in one variable over an algebraically closed con- 
stant field of prime characteristic, then any division ring contai ning K and having finite 
dimension over K is a field. 


For the proof of Theorem 1, one notes first of all that D is finite dimensional over 
its center Z, a condition which holds generally in a division ring which is finite di- 
mensional over a subfield (JACOBSON [8, p. 175, Theorem 1]). Thus, the truth of Theo- 
rem I will follow from TsEn’s second theorem as soon as it has been established that Z 
has the structure stated in the theorem. To do this, it suffices to show, if K is any 
field as indicated in the theorem, that any subfield Z having finite relative degree in K 
has the same structure (over a possibly different constant field). Since TsEn’s first 
theorem prevents the constant field of Z being algebraically closed (inasmuch as D +Z), 
the second alternative — the constant field of Z being real closed — then permits the 
application of TsEN’s second theorem to obtain the desired result. The proposition 
below in the case r = 1 shows that Z has the required structure. 


1) National Science Foundation Postdoctoral Fellow in the Institute for Advanced Study, on 
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\. 
~ Vol. XIT, 1961 On a Theorem of Tsrn 331 


_ Proposition 3. Let K be a function field in r variables over either an algebraically 

closed constant field C, or a real closed constant field F' whose algebraic closure is C, and 
let Z be any subfield having finite relative degree in K. Then Z is a function field in r 
variables over either C, or a real closed constant field P (possibly + F') whose algebraic 
closure is C. 


I will use the following lemma noted by ABHYANKaR [1]. 


Lemma. Let K be a function field in finitely many variables over an algebraically 
_ closed constant field C. Then C contains every algebraically closed field contained in K. 


Since the lemma is not widely known, for the convenience of the reader its element- 
ary, short proof is inserted here. 
- Let A be an algebraically closed subfield of K not contained in CO. Let R denote the 
prime field, and R* its algebraic closure in K. Then R* CCM A. Let re A, x €C. 
Then wz is transcendental over C, so that Q = R*(x) is purely transcendental over R*. 
The algebraic closure Q* of Q is contained in A. Let M be the subfield of K generated 
by C and Q*. Then [M : C(x)] = m < ©9, since M/C is finitely generated, and M/C (x) 
is algebraic. Let n be an integer > m. Then there exists yy, € @* € M such that y? = a. 
Since X” — x is irreducible in C[x, X], where X is a indeterminate, it is also ir- 
reducible in C(x)[X]. Thus 


m = [M:C(x)] 2 [C(x) (yn): C(z)] = n, 
a contradiction which shows that C must contain A. 


Proof of the proposition. Let K’ denote the composite of K and C (in case F is 
the constant field, C = F(t), where 12 + 1 = 0), and let Z’ be the subfield of K’ 
generated by Z and OC. Then Z’/Z is separable. For, if the characteristic is p >0, 
since C is a perfect field, then CP’ = C, whence 


ZZ) = ZiCr) = Z (0) 2", 


for any exponent e = 9. Since Z’'/Z is therefore separable, the normal extension NV 
generated by Z'/Z is Galois over Z. Since N is a function field in r variables over C, and 
since C4 is algebraically closed for each automorphism g in the Galois group G of N/Z, 
- it follows from the lemma that Cg C C for each g € G. Thus Cg = C for each ge G, 
that is, each g € G induces an automorphism g of C. Since G is finite, so is the group 
G = {g|9 € G}. The subfield of invariants of Gis P = C NZ, and [C: P]< co by the 
Galois theory. Then, by the theorem of ArTIN and SCHREIER [2], either P = C, or 
else P is real closed and P(?) = C. In either case, Z is a function field in r variables 
over P. 
Similarly to Corollary 2 one has the following: 


Corollary 4. Let C be an algebraically closed field of prime characteristic, and let K be 
a function field in r variables over C. Then any subfield Z of K having finite relative 
degree in K contains C. (Then Z is a function field in r variables over C.) 


Connected with the proposition is the question: If K is a function field in r variables, 
and if Z is a subfield of finite relative degree, is Z a function field in r variables ? The 
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proposition gives an affirmative answer in case the constant field Ko of K is either 
algebraically closed or real closed. 

The foregoing results supply the following information on a finite group G of auto- 
morphisms of a function field K in several variables over an algebraically closed con- 
stant field C. Let G* denote the subgroup of @ consisting of those elements of G which 
have the identity action on C. If G +@*, then: 

(1) C has characteristic 0; 

(2) G* is a normal subgroup of index two; 

(3) If K/C is purely transcendental, then @ = G* Zz, where Zz is a cyclic group 
of order two. 


(2) follows from the fact that each g € G induces an automorphism g in C, and (1) 
follows from Corollary 4. (The proof of Proposition 3 shows that G = G/G* has order 
two.) If K/C is purely transcendental, then each g ¢ G can be extended to an auto- 
morphism g’ € G which commutes with each h € G* (in the usual way by defining g’ 
to be the identity on a set of generators of K/C, and equal to g on the coefficients of 
the elements of K expressed as rational functions of these generators). If G’ = 
= {9'|geG}, then G’ G* = (1), and G@= G*G@’. Furthermore, 


GiG*§ ~G42@=Zp. 


Zusatz bei der Korrektur. 


A field is said to be quasi-algebraically closed (q.a.c.) in case every finite dimen- 
sional division algebra over it is commutative. The chief examples of q.a.c. fields 
are (1) algebraically closed fields; (2) function fields in one variable over algebrai- 
cally closed fields (TsENn’s theorem); and (3) finite fields (WEDDERBURN’s theorem). 
A reasonable conjecture is the following: If K is a q.a.c. field, and if D is a division 
ring containing K and finite dimensional over K (K not necessarily contained in the 
center Z of D), then [D:Z] <4. Theorem 1 establishes this conjecture for the fields (2). 
The result below, which generalizes a theorem of GERSTENHABER and YANG [Division 
rings containing a real closed field. Duke Math J. 27, 461—466 (1960)], establishes 
the conjecture for a.c. fields. Although the theorem of GERSTENHABER and YANG is 
the special case when the field K is real closed, the short proof given here (and in- 
dependently discovered by NarHan JAcopson) is new, and does not depend on 
their theorem. 


Theorem 5. If D is a noncommutative division ring, and if D has finite dimension 
over an algebraically or real closed subfield K, then the center Z of D is real closed, and 
ED 3A ah 


Proof. K is contained in a maximal subfield M of D. By the inner Galois theory 
for division rings, necessarily 


[D:Z]=[D:MPR=[M:ZPR< oo. 


(This fact also can be obtained in an elementary way without using the Galois 
theory. See [3, p. 175, Theorem 1}). If M = K, the theorem of Artry and SCHRETER [2] 
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_ states (since K 2 Z) that either Z is algebraically closed (a possibility which is ex- 
- cluded by the hypothesis D + Z), or else Z is real closed. On the other hand, if M + K, 
then by the same theorem K is real closed, and M = K (i) is algebraically closed. 
By the argument just completed, Z is real closed. Thus, the truth of the theorem 
has been reduced to that of a theorem of FRoBENtus, stating that the only finite 
dimensional division algebras over a real closed field Z are the commutative ones, 
and the 4-dimensional ones. 
There exists the following analog of Corollary 2. 


Corollary 6. If K is an algebraically closed field of prime characteristic, then any 
division ring containing K and having finite dimension over K is a field. 
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Some Integrals Containing Products of Legendre Polynomials 


By 
L. Caryirz 
1. The integral 
1 
(1) Jf 2 Pm(a) Pp (x) da 
0 


can be evaluated by making use of the formulas [5, pp. 40, 83] 


rs Ar Amr Ancr 2m+2n—4r+1 


Pm(%) Pn (x) = ~o Ti Agtpis Leone ered Pintn-2r (x) 
where 
1:3-5-+:(2r—1) 
Ar= r! 
and 


k(k —1)+++(k —n +4 2) 
(k++ 1) (k+n—1) +: (k—n +83) * 


1 
f xk Py (x) dx 
0 


We find that 


1 


f wt Pin (2) Py (xu) dae Daten Sets fowl th 1) i 
0 m+n [= ) T'(k —m—n-+ 2) 
2 m+n 
1 ee on n s bt nm Reed 
g2 MN, hy —M — 0 — Fyre HE : - a 
x 6F's| 7 Re Vay Baia 5} 
1 1 m n 1 k—m—n+2 
SIs eu Rea Seer tees oe 2 


Then, using a transformation formula for the 6f’s [1, p. 28, formula (2)], this reduces 
to 


1 
P(k+1) 


ak Pm (5) Py (a) da = Q-m—n (m+)! 
J malt) Fa (ary ‘ m!n! k—m—n+3 S 
(a) r'(k—m—n +2) 

9 mtn 
(2) k—m—n+1 

—™m, n, > : 

X 3M Ns 
Sim ee ee eee 


2 


However it is simpler to proceed somewhat differently. Let C%(x) by the ultra- 


f 
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: spherical polynomial defined by 
: (1 — 20 — 8)* = > im O%(z) 
n=0 


Then 


e (3 (2a) na@nr—2r (72 — 1)r 
8) re 22h ri (a + 1)p(n —2r)!? 


so that 


+ Ir (n — 21) 
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1 
f xk — 28)* OSt Ne) de > oie are hs - [ene ar (1 — x2)*tr da = 
0 ex rl (a 


{I 
: (=1)' (20 — 1)n r(5@+k+h— r) D(a +r+1) 
2 opcn 2 ri(a+ Lr (n — 21)! 


Patl+5@+k+h) 


BY Gat, DEP EG ee HD) Spine see 

yA: rle+1+5 +k+1)) * ri(—5 +h) iy 
Piiteut ie ee & os cues )). r(—ym-»)Pr (5 @—k+D) 
eters aan, 


P(atl+ sitet ») r(—5i)r (-;@+») 


Using the duplication formula for the gamma function this reduces to 


1 
fak (1 Se ee CRT HE adc = 


(4) 0 
ye n eet Vn (—5m+) re+yr(5 (w+k+1)) 


i . 
P(a+l+5@+k+h) 


We shall also require the following formula which the writer has proved recently [3]: 


(5) Cae s Orne 2) = 


1 l 
= 2a 1m (20+ De in +n — is [> a 5), ( ik >) 


92r. (| — 72)r C+ 1/2 
(20 + 1)m+n ahs m—r ri(2a+ 1), Ogee). 


m+n-2r 


Using (4) and (5) we get 

1 

f wk (1 — 22)* O84? (x) C241? (ar) da = 
0 


1 1 
(2a + 1)m (2% + Wn aul! +n — a (+) le+3), 
(20 + l)min r=0 m—r7r ri(2a+ 1)p 


— (— ])mrn 2m+n 


1 
: m+n—2r+h)] Patr +r (5(m+n4+k+1) 


(20 + 27 + 1)m+n—2r & 2 | 
(m+n — 2r)! (k + 1)m+n-2r 


m+n—-2r 


1 
Pa+lt5m+n+k+))) 


(ie 


=) 
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After a little manipulation this reduces to 
1 
f ek(1 — a:2)% CORFU? (p) OXF U2 (a) da = 
0 


retyr(s(m+n+k+y) 


— omen— CET Meier +1)n : y, 

(6) Pett 5im+n+k+0) 
1 
(5 —m —n +2)} —M, —N,&+ 5 3 

mtn 

fe (+1) is k 2 
m+ — 

n pan ae ua n + 


For « = 0, the right member of (6) is equal to 


1 
(5 #—m—n+2)) BS Mere 
(7) Qnty (EAE T tees male ; k—m—n+2 
4 2 
Since 
1 1 
: OD, Ges (a) (®r (5) (a); (b)r <= (—r)s(C)s 
3 2 — v3 rig! > +5) 
s sile+ — 
(e+ 5), 


(=a) (SE los 


=> (He Oy Foo tales 


(a)s(b)s(c)s 8! £(1—a—b—s) , 
5) I(l—a)r—b) 
2/s 


> 


DS @ = 0) S (4)s (b)s (¢)s 
1 
& st(a + d)s(e+ 5] 


it is clear that 


1 
—m = a 
: pes. m+n —m, —N, ¢; 
3 2 l => ee 3h 5 1 
Se rs —M—N, C+ 5 : 


it then follows easily that (6) is in agreement with (2). 
When k= m-+n-+ 2«—1, the 3F2 in (6) reduces to 


SS Sate ee (2a+2+ 1)m (2a + 1)min 
(2a + 1)m ‘< (2a + 1)m (2% + 1)y° 


Thus (6) becomes 


1 
(8) f gntntea- (Niassa a2) OSs 1/2 (x) Cet ie (x) We 
D(a) D(a + 1) (20)min 

T(2« + 1) m!n! (~ > 0), 


0 
— Y-m-n-1 


- 
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- (m+n—1)! 
(9) f xm+n-1 Py (x) Py (x) dx = Q-m-n See A Dita Mee 0) 
z ! 


We remark that since 
CUZ+ (a) = (x? — 1)~1/2r 


nT. 


Pr), 


where P? (x) is the associated Legendre polynomial, (8) can be put in the following 
form: 


: (m+n — 1)! 
(10) famtn-1 Pr (a) Pr (x) dx = Q-m-n—4r 
0 


(m—r)'!(n—r1)! * 
This evidently reduces to (9) when 7 = 0, 


2. The formula (8) is equivalent to 


a2a—1(1 — a2)ada 
(11) fas 2(2¢ — ¢2))a+1/2 (1 — a2 (2u — u2))et+1/2 


i I'(«) P'(a + 1) t u \— 2a 
See, Tare 1) Ses ee 


while (9) is equivalent to 


1 
dx t u 
(12) [= att — 8) (1 — 22a — wh)? — 1) F = — log (1— 5 — 5] 
If for brevity we put 
a=2t—#, b=2u—w 

and replace x? by 1/x, (11) and (12) become 

if (x — l)edx P(«) P(« +1) f  %\—2e 
(13) ic a 2Qa+1 (1 5-3) (a> 0), 

i 

ri 1 1 t u 
14 pee eeee ON eee ee 
oe eicenrces ai 5 og 2 z) 
1 


respectively. : 
It is not difficult to give a direct proof of (14). Indeed the integral in (14) is equal 
to 


lim 
A=oo 


=log2 — log {1 — 5 (a +8) +0 —a 1 —9)} = 


4—4(¢+u)+(¢+ 4)? 
4 
= —2log(1— 5-4). 
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a 5 (0 a--b) + V (x@ —a) (x — 0) 
log sas 


x 


= — log 
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| As for (13), if we put « = y + 1, the integral becomes 


yxdy 
; (y+ 1—2) (yt i—b)jarye” 


We note in this connection that the formula for 


yxdy 
(par To + 1g7)e re 


given on p. 49 of [2] is not quite correct. 


3. We note that for the Hermite polynomial H,,(x) defined by 


eznt— (fae => Hn(x 


we have for sufficiently small ¢, u 


~ pir yn 2 
Deetae min! fetal Hy (2) Hy (2) de = 
mn=0 i) 
sok [ere e2xtt—at p2a'u—atu® ok da — LAU Ga Kis dx = 
0 
i! te 
=F (L—26-2u+ P+ wy eerne (5 (+ 1)). 


Since 
(V— 2t= 2u 2+ yt) Ct DR (1 — t— a)? — Dia) er eS 


. 1 
= (ae =Qern) 3 
2 2t 
=p for Pa ee = Da Pu (r+ k+Vni0 myn 
—— : u)erthe m!n! 
roe r=0 mn 
co min(m,n) /] 
= Simw fet teh 
mn=0 r=0 ri(2r+k)!(m—r)!(n— xr)! 
(mtn+ht +n ib)! min (m,n) 
m o=— 
yee IS mts 
m,n=0 nS n(sb+) (m—r)! -)t : 
r=0 Th 5 fale r)!(n—*r)! 
it follows that 
min(m,n) 


co 


if e7® ymtnt+k Viiccn (x) Ee (x) dx 
0 


rs (k + 1)) ee oe Seas) ih Sa aS 


| 
bole 


2 k! 
re 1) 
(15) aes ( Hehe 
ml2 (m+ n-+k)! 
= ee ee 
ne aS 2 2 


2 


for k > —1 and all mn>0O. 


. 
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The case k = — | requires separate treatment. We have 
S rf eo gmtn-l Hy (2) Hy (x) dx = f geteaeeeinet — er) ee me 
mn=0 0 0 
m+n>0 
1 1 2tu 
: — 5 log (1 —2& —2u+ #4?) = OR (if 4b pais log (1 -- aa) = 
‘ < 1 (Qtu)r bur wl WQr+s—D! 
; eine + Dae (l—t—u)2" =>, n +) Ae 8! + 4)*. 
r= r= r= r=1 8=0 
Tt follows that 
cS Te) km) (<n) 
(16) poe amt" Hy (x) Hn (x) dx = (m+n — 1)! >; on OH ian 
0 r=0 


=(m+n—1)! sF,|— m, — m3 53 | “(m+n>O0). 


4. For the Laguerre polynomial 


ee ue (1 + a&)mat™ 
Ti, (x) a 2, (= Lie —r)!(L + a), 
we have 
if e-tak L® (x) L® (x) da = 
0 
aS (1+ a)m (1 + B)n ie 
= ey &yktr+s dy = 
r=0 s=0 
aml : BO I)s 
See ey Das aes Dhser ts 
r=0 =O 
eae he (1+ B)n . (— m)r ( + 1), (B —k—r) 
m! n! Lk + Dax ri(1 + a)p aE Bi pake 
r=0 
so that 
(17) [ em#ak LED (x) LP (2) de = 


—m,k+1,1—fp+k; 
lta,l—fp+k—n 


For k = «, the 3F'2 reduces (when n = m) to 


(1 aie a)m (B re k)nI(k ae 1) 


m!n! 


1Ps| 


a = Mig Lk = pis (=i) mi bol(p aaasn 
2 eae pe | ae BS tm (nm)! (8 —a)ae ® 
so that 
ie il )m ( spa \n-m 
(18) f eae Tin) (e) LA (a) oe aan =IT(k+1) (nZ2m). 
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For k =a + f, the 3F2 in (17) reduces to 


—m,a+B+1; (—B—1)m — (—4)n-m(1+ B)n 
aie (1 + % —1)m ~ (—«)n (1 + B)n-m * 


Since (for n = m) 


(1+ 2)m(=2)n (=2)n-m (Lt Bm ¢_ 1ynsa(” + ale e 4F 


min! (—a)n (1+ B)n-m n m 
it follows that 


Ge a+m)\/(B+n 
(19) fe-watt PLSD (a) LAP (0) de = (— rym )( i )ratp+ 1). 
This formula was proved in a different way by FELDHEIM [4, p. 20]; the factor 


I(x + B + 1) is missing in FeLpHEIM’s formula. 
“If we employ the generating function 


(lay texp(— 77) =>) Lee, 
n=0 
we find that 
(20) f e-tak L® (a) L®) (x) da = 
0 
“ss (« — k)m(B — k)n —m, —n,k+1; 
a auction: mint ale i : 


Thus for k = B — 1, (20) becomes 
[ 2a? AL (0) L (a) dx = (—1)n GE" p (py, 
‘ ! 


This is also evident from (17). For k = « + , the 3F»2 is Saalschiitzian: 


# —m,—n,«+6+1; («+ m—n+1)n(—B—N)n (—a—m)n (B+1)n 
o*| B—m+1,0—n+1|  @—2 +l p0n—P=ae  ~ (e)n(be deme 


and we again obtain (19). 
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Eine Anwendung Riemannscher Hebbarkeitssiitze 
fiir analytische Cohomologieklassen 


Von 


GUNTER SCHEJA 


Als natiirliche Verallgemeinerung des klassischen 2. Riemannschen Hebbarkeits- 
satzes — Fortsetzung holomorpher Funktionen iiber héchstens (» — 2)-dimensionale 
analytische Mengen in Teilbereichen von komplexen Zahlenraumen C” — lassen sich 
einige Kriterien aus [6], [7] fiir die Fortsetzung analytischer Cohomologieklassen an- 
sehen. Als Beispiel fiir die Anwendbarkeit dieser allgemeinen Satze soll im folgenden 
eine kurze Herleitung eines Satzes von W. THIMM angegeben werden, die in der C. R. 
Note [6] nur skizziert werden konnte. In etwas anderer Formulierung lautet der ge- 
dachte Satz: 


Der 2. Riemannsche Hebbarkeitssatz fiir holomorphe Funktionen gilt in allen kom- 
 plexen Raumen, deren lokale Ringe Cohen-Macaulay- Ringe sind. 


Durch diese Aussage wurden bekannte altere Untersuchungen von W. RoTusTEIN 
und K.Oxka von analytischen Hyperflaichen auf allgemeinere Klassen komplexer 
Raume ausgedehnt. Ein ahnliches Resultat wurde von Su. ABHYANKAR Zeitlich nach 
den Untersuchungen W. Tums aber unabhangig davon erhalten und soll im folgen- 
den mit besprochen werden. 

In einem Anhang wird geschildert, wie die Hebbarkeitssatze speziell fiir 1-Cohomo- 
logieklassen mit Fortsetzungssétzen von W. RorustErn fiir Cousin-Verteilungen zu- 
sammenhangen. 


1. Holomorphe Funktionen in komplexen Riumen. Es sind zunachst einige Be- 
merkungen iiber komplexe Réume und ihre normalen Punkte notig (Abschnitte 1 
und 2). Fiir ausfiihrliche Informationen sei auf die grundlegende Arbeit [2] von. 
H. Gravert und R. REMMERT verwiesen. 

Sei X eine analytische Menge im Bereich (offenen Unterraum) B des C”. Der Unter- 
raum X von B wird in der folgenden Weise als komplexer Raum aufgefaBt: Kine 
komplexwertige Funktion f, definiert auf der offenen Teilmenge X’ von X, heiBt in X’ 
holomorph, wenn es zu jedem a € X’ eine in der Umgebung von x in B holomorphe 
Funktion gibt, die bei Beschrankung auf X in einer Umgebung von « mit f tiberein- 
stimmt. Die Garbe © der Keime holomorpher Funktionen auf X lat sich trivial zu 
einer koharenten analytischen Garbe © in B fortsetzen und ist die Quotientengarbe 
der Strukturgarbe von B nach der Idealgarbe der Keime holomorpher Funktionen 
in B, die auf X verschwinden. Allgemein ist ein komplexer Raum gegeben durch einen. 


342 G. Scuesa ; ARCH. MATH. 


Hausdorffraum X und eine Untergarbe 0 der Keime stetiger komplexwertiger Funk- 
tionen in X, so daB® jeder Punkt aus X eine Umgebung U besitzt dergestalt, daB U, 
versehen mit der Beschrankung 0(U) von @ auf U, nichts anderes ist als eine im 
obigen Sinne als komplexer Raum aufgefaBte analytische Menge. Lokale Schnitt- 
flachen in @ heiBen holomorphe Funktionen und sind nichts anderes als stetige kom- 
plexwertige Funktionen, die sich bei lokaler Kinbettung von X als analytische Menge 
in Zahlenriumen durch Beschrankung holomorpher Funktionskeime beschreiben 
lassen. Wohldefiniert sind wegen der lokalen Einbettung analytische Mengen A in X 
und ihre punktale komplexe Dimension dim, A, x € X. 


Definition. Hine abgeschlossene Teilmenge des komplexen Raumes X heipt vom 
Typ F2, wenn folgendes gilt: 


1. Zu jedem x € A gibt es eine analytische Menge Az in einer Umgebung Uz von x mit 
den folgenden Higenschaften: A VW Uz C Az und dim, Az < dim, X fiir jedes y aus Uz. 


2. Es gibt keine analytische Menge A’ in X, die in A enthalten ist und in einem x © X 
die Dimension dim, A’ = dim, X — | besitzt. 


Man sagt, der komplexe Raum geniige dem 2. Riemannschen Hebbarkeitssatz, wenn fiir 
jede seiner Teilmengen A vom Typ Fo gilt: Alle holomorphen Funktionen von X — A 
lassen sich eindeutig nach X (holomorph) fortsetzen. 


Beispiele: Sei B ein Bereich des C”. Mengen vom Typ F¢2 in B sind beispielsweise 
die héchsten (n — 2)-dimensionalen analytischen Mengen, ferner irreduzible (x — 1)- 
dimensionale analytische Mengen, aus denen eine nichtleere offene Punktmenge 
entfernt wurde. Man sieht allgemein, daB die Mengen vom Typ F2 in B gerade die- 
jenigen sind, tiber die man holomorphe Funktionen mittels des klassischen 2. Rie- 
mannschen Hebbarkeitssatzes und einer speziellen Form des Kontinuititssatzes fort- 
setzen kann. 


2. Normale komplexe Riume. Ein komplexer Raum X hei®t in x ¢_X normal, wenn 
der lokale Ring ©, der holomorphen Funktionskeime in x ganz abgeschlossen in 
seinem totalen Ring der Quotienten ist; X hei&Bt normal, wenn X in allen xc X 
normal ist. 

Kin Punkt x eines komplexen Raumes X hei®t singuldr oder eine Singularitdt von X, 
wenn der lokale Ring @; nicht regular ist, d. h. wenn X in der Umgebung von z keine 
komplexe Mannigfaltigkeit ist; die Menge S(X) der singuliren Punkte von X heiBt 
die Singularitdtenmenge von X. Bei einer lokalen Darstellung einer offenen Teilmenge 
U von X als analytische Menge in einem C” ist S(X) A U nichts anderes als die Menge 
derjenigen Punkte, in deren Umgebung die analytische Menge kein regularer Unter- 
raum des C” ist. Die Singularitétenmenge S(X) ist eine analytische Menge in X. Ist X 
in x normal, dann hat man dim, S(X) < dim, X — 2 in einer ganzen Umgebung von 
x. In einem normalen Raum ist also die Singularitaéitenmenge vom Typ Fo. 

Alle normalen komplexen Raume geniigen dem 2. Riemannschen Hebbarkeitssatz. 
Dies folgt einfach daraus, da man normale analytische Mengen lokal Gebieten in 
Zahlenréumen iiberlagern kann ({2], Satz 30); in solchen Uberlagerungen ist der 


4 
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2. Riemannsche Hebbarkeitssatz einfach nachzuweisen ([2], p. 270, Fortsetzungs- 
lemma). . 


Die beiden genannten Eigenschaften der normalen Réiume sind charakteristisch: 


Hilfssatz 1. Hin komplexer Raum X ist genau dann normal, wenn seine Singuiarititen- 


—menge vom Typ Fe ist und alle seine Teilbereiche dem 2. Riemannschen Hebbarkeitssatz 


gentigen. 


Die Bedingungen sind hinreichend: X — S(X) ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, 


_ in der der 1. Riemannsche Hebbarkeitssatz gilt. Daher gentigt jeder Teilbereich von X 


nicht nur dem 2., sondern auch dem 1. Riemannschen Hebbarkeitssatz. Die Giiltig- 
keit des 1. Riemannschen Hebbarkeitssatzes zieht aber unmittelbar die Normalitat 


» nach sich ([2], Satz 22 a). 


_ Nach Hilfssatz 1 erhalt man Normalitétskriterien fiir komplexe Raéume aus Be- 
dingungen, die den 2. Riemannschen Hebbarkeitssatz zur Folge haben. Eine nahe- 
liegende Bedingung ist die der Perfektheit. 


3. Perfekte komplexe Riume. Zu den in diesem Abschnitt verwendeten algebra- 
ischen Begriffen sei generell auf ZARISKI-SAMUEL [10] verwiesen. 

Ks sei # ein lokaler Ring (Stellenring) mit dem maximalen Ideal m. Ein Element 
fem hei8t prim zum Ideal a C R, wenn gilt a: Rf = a. Dies ist genau dann der Fall, 
wenn f nicht zu einem der Primideale von a gehort. {f1, ... , fa} heiBt eine Verldnge- 
rung des Ideals a, wenn gilt: f1,..., fae m und fo ist prim zu ag fiir 6 = 1, ... , d, wo- 
bei a; = a ist und ay, 6 > 1, das Ideal a + Rf; + --- + Rfs-1 bezeichnet. Eine Ver- 
langerung des Nullideals heiBt eine Primfolge in R. Die Anzahl der Elemente einer 
Verlangerung ist offenbar durch die Krullsche Dimension dim # nach oben be- 
schrankt. Die maximale Lange von Primfolgen in & wird als homologische Codimension 
codh R bezeichnet. R heiBt ein Macaulayring, wenn gilt: codh k = dim Rk. In An- 
lehnung an einen alteren Sprachgebrauch der algebraischen Geometrie wollen wir ein 
Ideal a im lokalen Ring R als perfekt bezeichnen, wenn #/a ein Macaulayring ist. 

Ein komplexer Raum X heiBt in we X perfekt (und wx heiBt ein perfekter Punkt 
von X), wenn der lokale Ring 0; ein Macaulayring ist, d.h. wenn codh 0, mit dim 0; = 
= dim, X iibereinstimmt. X heiBt perfekt schlechthin, wenn X in allen w € X per- 
fekt ist. 

Welche Eigenschaften besitzt X in der Umgebung eines perfekten Punktes « ? Wir 
k6énnen annehmen, da X eine analytische Menge in einem Bereich B eines C” ist. 
Mit © sei die Strukturgarbe von B und mit Y die Garbe der Keime auf X ver- 
schwindender holomorpher Funktionen in B bezeichnet. Es gilt: C ai Xe = O, und %; 
ist ein perfektes Ideal. Da 0, ein Macaulayring ist, folgt ohne weiteres, daB es eine Ver- 
langerung des Ideales ¥, in O, gibt, die dim f%z Elemente enthialt. Dies ist offenbar 
nur moglich, wenn das Ideal Y, ungemischt ist, d. h. wenn alle seine zugehdrigen 
Primideale die gleiche Dimension, nimlich dim #, = dimy X haben. Das bedeutet 
aber, daB saimtliche Komponenten von X in x die gleiche Dimension haben. Wir 


notieren: 


Hilfssatz 2. In der Umgebung eines perfekten Punktes ist ein komplexer Raum rein- 
dimensional. 
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Wir niitzen nun die Dualitat zwischen homologischer Dimension und Codimension: 
aus. (Zum folgenden siehe die einfiihrenden Teile der Abschnitte 4 und 5 aus [7].)| 
Bezeichnet hd @, die homologische Dimension des Moduls @, iiber dem regularen. 
Stellenring Oy der Dimension n, dann gilt codh O, = n — hd Oy fiir alle ye X. Die 
Funktion hd 0, von y ist, wie unmittelbar aus der Koharenz der Garben 0 und 0 
folgt, halbstetig nach oben in X. Daher ist codh Oy halbstetig nach unten in X. Da. 
dim, X nach oben halbstetig in X ist, muB codh 0; = dim, X im perfekten Punkt a 
fiir alle Punkte y einer gewissen Umgebung von «x ebenfalls codh Oy = dimy X_ 
gelten. Wir haben bewiesen: 


Hilfssatz 3. Die Funktion codh 0, in X ist halbstetig nach oben. Die Menge der per-. 
fekten Punkte eines komplexen Raumes ist offen. 


Insbesondere ist eine ganze Umgebung eines perfekten Punktes ein perfekter Raum. 

Es gibt eine bekannte Bedingung, aus der die Perfektheit eines komplexen Raumes | 
X folgt. X heiBt in x € X ein vollstindiger Durchschnitt, wenn sich eine Umgebung von 
x biholomorph auf eine analytische Menge X’ in einem Bereich eines C” abbilden laBt, 
so daB das X’ in x definierende Ideal %,genaud = n — dim; X Erzeugende fy, ... , fa 
hat. Es ist algebraisch leicht nachzuweisen, da dann {f1,... , fa} eine Primfolge ist. 
({10], th.2) und daB somit der lokale Ring 0; von X in x ein Macaulayring ist ({10], 
Cor. 5 von th. 2). Dieser Beweis ist rein algebraisch und laBt sich demgemaB auch ver- 
wenden, wenn X in x nur als formaler vollstdndiger Durchschnitt vorausgesetzt wird, 
d. h. wenn es eine exakte Sequenz 


0O+>a1—->R—-O,-0 


gibt, in der R ein regularer lokaler Ring und a ein echtes Ideal in R ist, das von 
dim Rk — dim 0; Elementen erzeugt wird. Fassen wir zusammen: 


Hilfssatz 4. Ist der komplexe Raum X in x ein formaler vollstéindiger Durchschnitt, 
dann ist x ein perfekter Punkt. 


4. Die Satze von OKA, ROTHSTEIN, THIMM und ABHYANKAR. Sei 4 eine Menge 
vom Typ Ff», im perfekten komplexen Raum X. In jedem Punkte «eX gilt dann 
codh 0; (= dim, X) 2 dim, A + 1. Da A definitionsgemaB keine analytische Menge 
der Codimension 1 in X enthiilt, besagt Satz IV aus [7] gerade, daB die Beschrankungs- 
abbildung 


H%(X, 0) + H°(X — A, 0) 
bijektiv ist. Damit ist bewiesen: 


Satz 1 (Siche W. Tuimm [9], Satz 9a). Ein perfekter komplexer Raum geniigt dem 
2. Riemannschen Hebbarkeitssatz. 


Alle Teilberciche eines perfekten komplexen Raumes genugen ebenfalls dem 
2. Riemannschen Hebbarkeitssatz. Nach Hilfssatz 1 hat Satz 1 daher das 


Korollar 1. Hin perfekter komplexer Raum ist genau dann normal, wenn seine 
Singularitatenmenge vom Typ Fs ist. 
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Dieses Korollar laBt sich leicht zu einer punktalen Aussage verwenden: 


Korollar 2. Der komplexe Rawm X sei im Punkte x perfekt. Dann ist X in x genau 
dann normal, wenn fiir die Singularititenmenge S(X) gilt: dim, S(X) < dim, X — 2. 


Die Bedingung ist bekanntlich notwendig. Sei nun S(X) in 2 mindestens 2-co- 
dimensional. Es gibt nach Hilfssatz 2 eine Umgebung von 2, die ein rein-dimensio- 
naler komplexer Raum ist. Deshalb ist S(X) in einer ganzen Umgebung von # noch 
mindestens 2-codimensional. Wegen Hilfssatz 3 endlich 1é8t sich nun eine Umgebung 
U von x finden, die ein perfekter Raum ist, dessen Singularitétenmenge vom Typ F2 
ist. Nach Korollar | ist U normal. Insbesondere ist X in 2 normal. 

Unter Verwendung von Hilfssatz 4 erhalt man sofort: 


Korollar 3 (Siehe W. THimm [9], Satz 9). Hin komplexer Raum, der iiberall lokal ein 
vollstindiger Durchschnitt ist, geniigt dem 2. Riemannschen Hebbarkeitssatz. 


Korollar 4 (S. ABHyaNnKaR [1], (12.3.)). Ist X in a ein (formaler) vollstindiger 
_ Durchschnitt, dann ist X in x genau dann normal, wenn fiir die Singulariidtenmenge 
m5 (X) gilt: dim,S(X) < dim, X — 2. 


Wie der Beweis zu Korollar 2 zeigt, ist X gleich in einer ganzen Umgebung von x 
normal, wenn dim; S(X) S dim; X — 2. Dies ist in diesem Zusammenhang nicht 
von Interesse, da man zeigen kann, dafi§ in jedem komplexen Raum die normalen 
_ Punkte eine offene Menge bilden. 

Ks sei nun X eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in einem Bereich 
eines C”. Bekanntlich laBt sich X in der Umgebung eines jeden Punktes durch eine 
Menge {f = 0} darstellen, wo / holomorph ist und auf X von erster Ordnung ver- 
schwindet. X ist also tiberall lokal ein vollsténdiger Durchschnitt. Korollar 3 besagt 
hier : 

Korollar 3’ (W. RoTusteEIn [5]. Siehe auch schon [4], p. 342). Hine rein-(n — 1)- 
dimensionale analytische Menge X in einem Bereich eines C” ist ein komplexer Raum, 
der dem 2. Riemannschen Hebbarkettssatz geniigt. 

Diese Aussage enthalt einen Kontinuitatssatz (nach der Definition der Mengen vom 
Typ Fs) und ist deshalb allgemeiner als 


Korollar 3” (K. Oxa [3], lemme 1, p. 261). Hs seven X eine rein-(n — 1)-dimensio- 
nale analytische Menge in einem Bereich des C” und X'C X eine héchstens (n — 3)- 
dimensionale analytische Menge. Dann lapt sich jede holomorphe Funktion von X — X' 
nach X holomorph fortsetzen. 

Wir notieren noch eine weitere bekannte Folgerung, die praktisches Interesse hat: 


Korollar 4’. Hine rein-(n — 1)-dimensionale analytische Menge X in einem Bereich 
des C” ist genau dann im Punkte x normal, wenn die Singularitétenmenge S(X) vm 
Punkte x héchstens (n — 3)-dimensional ist. 


5. Fortsetzung von Cousin-Verteilungen. Es sei @ die Garbe der Keime holo- 
morpher Funktionen im Bereich B des C”. Als Cousin-I-Verteilung in B wird eine 
Uberdeckung von B mit meromorphen Funktionselementen bezeichnet, die paar- 
weise im Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche holomorphe Differenzen haben; zwei 
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Cousin-I-Verteilungen werden als nicht verschieden voneinander betrachtet, wenn sie 
dieselben Hauptteile meromorpher Funktionen definieren. Das heiBt: Eine Cousin-I- 
Verteilung im Teilbereich B’ von B ist eine Schnittflache tiber B’ in der Quotienten- 
garbe .@/0, wobei M die Garbe der Keime meromorpher Funktionen in B ist. 

Uber jedem Teilbereich B’ von B hat man die natiirliche exakte Garbensequenz 


(*) 0-0-M>AM/0-0 


und hierzu die exakte Cohomologiesequenz 
0 > H°(B’, 0) + H°(B', Mw) > HB’, A/0) 5 WB’, O) > H1(B’,mM)—>:*. 


Es ist bekannt, da8 fiir die Betrachtung einer Cousin-I-Verteilung « ¢ H°(B’, @/0) 
das Element d(x) wichtig ist. So ist beispielsweise « genau dann lésbar (durch eine 
meromorphe Funktion in B’ darstellbar), wenn d(«) = 0. 

Im folgenden zeigen wir, daB die Fortsetzung der Cousin-I-Verteilungen von B’ 
nach B in einem speziellen Fall genau durch die Fortsetzung der ihnen durch d zu- 
geordneten 1-Cohomologieklassen aus H1(B’, 0) beschrieben werden kann. Dabei 
wollen wir eine abgeschlossene Teilmenge A von B héchstens (n — 2)-dimensional 
nennen, wenn es zu jedem 2 € A eine analytische Menge A,z in einer Umgebung Uz 
von x mit den folgenden Higenschaften gibt: 4 (0 U;C Az und dim; Az, Sn — 2. 


Hilfssatz 5. Hs sec A eine héchstens (n — 2)-dimensionale Menge im Bereich B des 
C”. Hine Cousin-I-Verteilung « € H°(B — A,-W/O) lift sich genau dann zu einer 
Cousin-I-Verteilung in B fortsetzen, wenn sich d(x) € H1(B — A, W/O) nach B fort- 
setzen lat. 


Beweis. Zur exakten Sequenz (*) iiber B und B — A gehort das folgende Stiick 
des kommutativen exakten Cohomologiediagramms: 


H°(B,O) +> H(B,a@) — H(B,.4/0) > H1(B,0) + H1(B,m) 
y ve Vf +9 yh 


H°(B-A, 0) H°(B- A, M) > H°(B- A, M0) 5 H1(B- A, 0)-> H1(B-A, M) 


in dem die senkrechten Abbildungen die natiirlichen Beschrankungsabbildungen sind, 
beziiglich deren man die Fortsetzung definiert. Aus dem Diagramm ist unmittelbar 
ersichtlich: LaBt sich « nach B fortsetzen, d. h. gehért « zum Bild von f, dann gehért 
auch d(«) zum Bild von g, d. h. la8t sich nach B fortsetzen. Die Umkehrung gilt auch, 
wie man an Hand des Diagramms sofort bestatigt, da e surjektiv ist (da sich alle 
meromorphen Funktionen iiber A fortsetzen lassen) und da h nach dem folgenden 
Hilfssatz injektiv (eineindeutig) ist. 


_Hilfssatz 6. G sei eine Garbe abelscher Gruppen im topologischen Raum X. A sei 
eine abgeschlossene Teilmenge von X, so dap fiir jede offene Menge U in X die Be- 
schrinkung H°(U, Y) > H°(U — A, Y) bijektiv ist. Dann ist die Beschrinkung 


h:H1(X, Y) > H1(X — A, Y) 
injektiv. 


ha 


hw 
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~ Beweis. Sei 8 ec H1(X, Y) mit h(8) = 0. Es gibt eine Uberdeckung Ul von X mit 
_ offenen Mengen, so da 6 zum Bild der natiirlichen Abbildung 21; H1(U, GY) > 
_ > A(X, Y) gehort, wo H1(U, Y) die Cechsche Cohomologiegruppe zur Uberdeckung 

U ist. Bezeichnet Up die Beschrankung von U auf X — A und A} die natiirliche Ab- 

bildung H1 (Uo, Y) — H1(X — A, Y), dann gibt es das kommutative Diagramm 


H1(U, 9) “> (Uo, Y) 


)a | 4 
H1(X, 9) 4% W(X — 4,9) 


-mit der natiirlichen Beschrankung ho. Es ist leicht zu sehen, dab Aj, injektiv ist 
((7], Lemma Lo). Da £ zum Bild von A} gehdrt, zeigt man nun f = 0 damit, daB auch 
ho injektiv ist. Dies wiederum folgt einfach aus der Voraussetzung iiber die offenen 
Teilmengen U von X. 

Aus Hilfssatz 5 ergibt sich ein Satz von W. RorustEIn iiber Cousin-I-Verteilungen. 
Dazu die 


Definition. Eine abgeschlossene Teilmenge A von B heiBt vom Typ F3, wenn A 
héchstens (n — 2)-dimensional ist und wenn es keine analytische Menge A’ in B gibt, 
die in A enthalten ist und in einem Punkte x die Dimension dim, A’ = n — 2 besitzt. 


Satz 4 aus [7] besagt, daB sich alle Elemente von H!(B — A, @) nach B fortsetzen 
lassen, wenn A vom Typ Fs ist. Daher gilt: 


Satz 2 (W. RotustEIn [5]). A sez eine Menge vom Typ F3 im Bereich B des C”. 
Dann lift sich jede Cousin-1-Verteilung von B — A zu einer Cousin-I-Verteilung von B 
fortsetzen. 


Satz 2 1aBt sich wortlich auf Cousin-II-Verteilungen tibertragen (ROTHSTEIN [4]). 
Auch mit ahnlichen Uberlegungen wie in diesem Abschnitt ergibt sich ein Beweis, wenn 
man die Beschreibungsweise aus SERRE [8], JI, und einfache Fortsetzungssatze fiir 
ganzzahlige Cohomologie benutzt. Wir fiihren dies nicht naher aus, da ein solcher 
Beweis zu aufwendig ist. 

Wir haben uns in diesem Abschnitt der Einfachheit halber auf Teilbereiche von 
Zahlenréumen beschrinkt. Es ist klar, wie das Fortsetzungsproblem fiir Cousin- 
Verteilungen mit den allgemeinen Ergebnissen von [7] in komplexen Raumen be- 
handelt werden kann. 
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Complemented Ideals and Extremally Disconnected Spaces 
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D. G. Jonnson and J. E. Kistr 


4 


A topological space % is called extremally disconnected if the closure of every open 
subset of 2 is open. Let C(2)) denote the vector lattice of all continuous real-valued 
functions on 2. For a completely regular space 2, NAKANO ([7]) has shown: & is ea- 
tremally disconnected if and only if C(2) is a complete vector lattice. 

The purpose of this note is to consider certain generalizations of this result. As is 
well known, for a completely regular Hausdorff space 2, we may realize % as a certain 
structure space for C (2%). After some preliminaries in Section 1, we proceed in Section 2 
to consider structure spaces for vector lattices and to obtain there a necessary and 
sufficient condition that every structure space for a vector lattice H be extremally 
disconnected. The condition in question is stated in terms of the complementation of 
certain ideals in Z. 

In Section 3, we apply this result to @-algebras (archimedean lattice-ordered al- 
gebras which contain an identity element that is a weak order unit). We obtain 
(Theorem 3.2) a generalization of NAKANO’s result that characterizes complete ®- 
algebras. 

A topological space Z is said to be basically disconnected if the closure of every open 
set of the form P(f) = {xe 2%: f(x) >0}, for fe O(2), is open. In the same paper, 
Nakano proved: a completely regular space & is basically disconnected if and only if 
C(2) is a o-complete vector lattice. Our final result (Theorem 3.3), generalizing this 
theorem, characterizes o-complete ®-algebras. 


1. Preliminaries. Let H denote a vector lattice. A linear subspace J of # is called an 
ideal of E if it satisfies the condition a € I, b ¢ LE, and |b| < |a| imply be J. 

A proper ideal I of £ is called prime if it satisfies the condition 
a\belimpliesael orbel. 

For any non-empty subset S of H, we let S+ denote the set of all elements x € H 
which satisfy |2| \ |s| = 0 for each s eS. When S = {s} is a one-element set, we 
write st for {s}+. 


1.1. Definition. Let I be an ideal in the vector lattice E. 

i) We say that I is weakly closed if whenever K is a subset of I such that sup K 
exists, then sup K € I. 

ii) I is said to be strongly closed if [= I++. 

iii) I is said to be complemented if it 1s a direct summand of E; 1.¢., if there is an 
ideal J of E such that EH = I + JandI QJ = {0}. In this case, we write H = 1 @ J. 
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We list here, without proof, the properties of vector lattices that we will require: 
(see, e.g., [1], [3], [5)). 

1.2. An ideal I of the vector lattice E is prime if and only if it satisfies the follower 
condition : 


for ideals J, K of E, J 0 K CL implies JC Tor KCl. 
1.3. The intersection of the collection of all prime ideals of the vector lattice E is {O}. 


1.4. Every strongly closed ideal in a vector lattice is weakly closed. 

1.5. For any non-empty subset S of the vector lattice E, Sis a strongly closed ideal in B. 

1.6. If I is a direct swummand of the vector lattice EB, then I is strongly closed and Ei = 
a @ Ts, 

Recall that a vector lattice H is said to be complete if for every subset A of E that is: 
bounded above, sup A exists in E. 


1.7. In a complete vector lattice EL, every weakly closed ideal is complemented. 


2. Complemented ideals in vector lattices. Let Y denote a collection of prime ideals: 
of the vector lattice H. For Y C ¥, the kernel i: S is the ideal k(.Y) = ( {V:Ve F}: 
of E; for I C EH, the hull of I is the subset h(1) = {VEeV:V IDI} of ¥V. For SCY,, 
the closure of Y is given by S- = h(k(S)). ei defines a topology in ¥, called the: 
hull-kernel topology. If k(¥’) = {0}, then the resulting topological space is called a, 
structure space for E. 

For each element a of E, let Wg = {V eV :a ¢ V}. Then the totality of sets Wq,. 
for ae EH, forms a base for the open sets in the hull-kernel topology. 

Throughout this section, Y denotes a structure space for Z. For any subset of: 
VY, we let Y’ denote its set-theoretic complement in W, 


2.1. If I is a subset of HL, then I+ = k(h(1)'). Thus, h(I+) = h(1)’- 

Proof. If hI) = ¥, then I = {0}. Otherwise, let ye J+ and J eh(J)'. Let xe 
eI ~ J. Since xe I, |x| |y| = 0, so ye J since J is prime. Thus, y € k(h(J)’), so 
I+ Ck(h(J)’) in either case. 

On the other hand, let y € k(A(J)') and we J. If J €h(1)’, then y € J, so |z| Aly|e 
eJ. If Jeh(I), then reI CJ, so |x| A |y| «| A |y|ek(%) = {0}, so 
yet, 

2.2. If S is a closed subset of V, then k(S)+ =k(S'). It follows that k(@) isa 
strongly closed ideal in E whenever U is an open subset of - : 


Proof. The first statement follows by replacing I by k(.Y )in 2.1. If Vis openinyY, 
then k(W%) = k(&')+ = k(M)++, by 1.5. 

Thus, the strongly closed ideals in HZ are precisely the kernels of open sets in YW. 
Moreover, we have: 

2.3. If I is a complemented ideal in E, then h(I) is open (and closed) in V. 

Proof. Since J 4 I+ = {0}, we have h(I) U h(I+) = ¥, by 1.2. From J + J+ = 
= H, it follows that h(1) N h(I+) = o. 

In general, the converse of 2.3 fails, as is shown by the following example. 


E 


Pa 


Ne 


4 


* 
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2.4. Example. Let Z denote the vector lattice of all continuous functions on the one- 


_ point compactification «N of the discrete space N of natural numbers. Then E has a 


_ structure space that is homeomorphic with N and which we identify with the subspace 


N of «N. The ideal J consisting of all functions in Z that vanish on the set E of even 
integers is not complemented; however, its hull E is both open and closed. 

It is clear from the example that the converse of 2.3 is invalid because the structure 
space may be, in some sense, too small. We now consider structure spaces V that satis- 
fy the additional condition: 

(*) tf S,7 CV and k(S) + k(7) +H, then k(S) + k(7) CV for some Ver. 
Equivalently, 
(*) two subsets S, 7 of V have disjoint closures in V if and only if k(S) + k(7) = E. 


2.5. Let Y be a structure space for E that satisfies condition (*). If SH CV is both open 


and closed, then k(S) is complemented. 


Proof. Since Y and #’ have disjoint closures in WY, we have’ k(.Y) + k(.S’) = E. 
But 
i OIC geek (06 ae tO, 


We can now prove the main theorem connecting the complementation of ideals in a 


- vector lattice with extremal disconnectivity of its structure spaces. 


2.6. Theorem. For the vector lattice E, the following conditions are equivalent : 


i) every strongly closed ideal in E is complemented ; 
ii) every structure space for E is extremally disconnected ; 
iii) E has an extremally disconnected structure space that satisfies condition (*). 


Proof. To see that i) implies ii), let Y be a structure space for E and let YW be open 
in ¥. By 2.2, k(%) is strongly closed, so it is complemented. By 2.3, h(k(Y)) = Y 
is open. 

Now, for any vector lattice H, the space YP = Y(E) of all prime ideals of EF is a 
structure space for # that satisfies condition (*). Thus, ii) implies iii) trivially. 

To prove that iii) implies i), suppose Y is an extremally disconnected structure 
space for EH that satisfies condition (*) and let I be a strongly closed ideal in #. By 2.1, 
h(1) = h(I++) = h(I+)’-. Since ¥ is extremally disconnected, this last set is open, 
so k(h(I)) is complemented, by 2.5. But, by 2.1, J = k(h(J)). 

As a result of the implication of ii) by i), we have, in particular, that every structure 
space for a complete vector lattice is extremally disconnected. 


Now (see, e.g., [5]), a vector lattice is archimedean if and only if it is isomorphic 
to a vector lattice of extended functions on some topological space 4; i.e., continuous 
functions on & into the two-point compactification of the real line that are real- 
valued on a dense subset of 2. In fact, if H is an archimedean vector lattice, then we 
may view the elements of # as extended functions on a (not necessarily unique) 
structure space Y for H. The only detail of this representation that will be needed 
here is that for fe H and Ve VY, f(V) +0 implies Ve Y;. We use this to prove: 
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2.7. Theorem. If E is an archimedean vector lattice, then every weakly closed ideal in Ei 
is strongly closed. 


Proof. We view E as a vector lattice of extended functions on a structure space Y~ 
for E. For any subset S of ¥, let F41(S) = {fe HL: f[F] = {0}}. We first show’ 
that k(Y) = 2-1(%) for each open set Y in ¥. Clearly, k(W) C Z-1(%); conversely,, 
suppose that 0 <f ¢k(%). Then there is a VeW with f¢V; ie, VeNU + Bs. 
Since ¥y A % is open, and since the totality of sets of the form W,, for g € H, forms ai 
base for the open sets in the hull-kernel topology on ¥, there is a non-zero element’ 
g € EF, such that Wy CV 7 Y. Then f Ag +0 andf A g[%] + {0}, so f ¢é Z1(%). 

Now let J be a weakly closed ideal in H and set Y = {V eV: f(V) = 0 for each: 
fe I}. Then JC 2-1(f) C F-1(f%) = k(F), where /° denotes the interior of S.. 
The proof will be completed by showing that I > k(.¥°), from which it follows that. 
I = k(#%) is strongly closed by 2.2. 

Suppose f ¢ 2-1(./°); we may assume that f ¢ H,. Now the set of points VeVv ~ 
~ YF at which f is real-valued is dense in W ~ 9°; for each such V, choose gy € I 
such that gy(V) = f(V). Then f = V (gy A f), so f € J, since I is weakly closed. 


2.8. Corollary. [f H is an archimedean vector lattice, then each of the conditions of 
Theorem 2.6 is equivalent to the following condition: 
iv) every weakly closed ideal in E is complemented. 

That 2.7 and 2.8 fail in the non-archimedean case is easily seen (e.g., consider any 
non-archimedean totally ordered vector space). 


3. Complemented ideals in f-algebras. 

Let A be an f-algebra; i.e., a vector lattice which is also an (associative) algebra in 
which: 

i) a= 0 and b = 0 imply ab = 0; and 

li) aAb=Oandc=OimplyacAb=0=cadb 
(see [2]). An @-cdeal in A is an ideal of the vector lattice A that is also a ring ideal. By 
a structure space for A we mean a structure space for the vector lattice 4 whose points 
are @-ideals in A. 

In any f-algebra A, a A b = O implies ab = 0, so it is readily seen that the class of 
strongly closed ideals of the vector lattice 4 coincides with the class of strongly 
closed @-ideals of the f-algebra A. Moreover, the family of all @-ideals of A that are 
prime ideals of the vector lattice A forms a structure space for A that satisfies con- 
dition (*). Thus we have the analogue of Theorem 2.6: 


3.1. Every structure space for the f-algebra A is extremally disconnected if and only if 
every strongly closed @-ideal in A is complemented. . 

In an archimedean f-algebra A, every weakly closed ideal of the vector lattice A is 
a strongly closed 7-ideal of the f-algebra A. Thus, if 4 is an archimedean f-algebra, 
then a necessary and sufficient condition that every structure space for A be extrem- 
ally disconnected is that every weakly closed 7-ideal of A be complemented. 

Let A be a @-algebra (an archimedean f-algebra with identity element), and let 
M (A) denote the space of maximal 7-ideals of A. In [4], it is shown that (A) isa 
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compact Hausdorff structure space for A (which clearly satisfies condition (*)) and 
that A is isomorphic to an f-algebra A of extended functions on (A). Moreover, it 
is shown there that if A is wniformly closed (i.e., if every cauchy sequence in A con- 
verges in A), then A is an order-convex subset of the set of all extended functions on 


M (A). 


‘3.2. Theorem. Jf A is a uniformly closed @- eras, then the following conditions are 
equivalent : 

i) A is complete ; 
li) &(A) ts extremally disconnected ; 
iii) every weakly closed @-ideal in A is complemented. 


Proof. Now, i) implies ii), by 2.6, and ii) and iii) are equivalent, as noted above. To 
see that ii) implies i), suppose .@ (A) is extremally disconnected and let {f,: « ¢ I} be 
a family of elements of A, that is bounded ates by f eA. Ni view the elements of A 
as extended functions on .@(A). Let &(f) = {uv e.W(A):|f(x)| < co}. For each 
g <A, let g denote the restriction of g to she Since, for eachael’,0 Sf, <f, each 
}, € C(A#(f)). Since &(f) is extremally disconnected, C(&(f)) is complete ([7]), so g = 
= sup {j,:«¢I} € O(&(f)). It is shown in [4] that, for any element f of a uniformly 
closed @-algebra A, B(#(f)) =-W(A). (B& denotes the Stone-Cech compactification 
of the topological space %.) Thus, we may extend g to an extended function g on 
AM (A). Since A is order-convex in the set of extended functions on -#(A)and0 <g < 
< fe A, we have ge A and, clearly, g = sup {f,:«¢/°}. Hence, A is complete. 

Recall that a vector lattice E is said to be o-complete if every countable subset of £ 
that is bounded above has a supremum in #. 


3.3. Theorem!). For a uniformly closed ®-algebra A, the following conditions are 
equivalent : 
i) A is o-complete ; 
ii) (A) ts basically disconnected ; 
iii) for each f ¢ A, f+ is a complemented C-ideal in A. 


Proof. That i) implies iii) is shown in [6], and the proof that ii) implies i) proceeds 
just as in the corresponding part of the proof of 3.2. To see that iii) implies ii), let 
f ¢ C(.M(A)). Since A is order-convex in the set of all extended functions on -@(A), 
and A contains the constant functions, f ¢ A. Let x € P(f)~, and choose g € A such 
that g(x) = 1. Since f+ is a complemented @-ideal in A, we may write g = h + k, 
where heft and kef++. Since h[P(f)] = {0}, we have h(x) = 0, so Ee Ose == a But 
k[{.@(A) ~ P(f)-] = {0}, so P(f)- contains the neighborhood {y € (A) Sh 
of x. Thus .4 (A) is basically disconnected. 


1) Using different methods, BARRON BRAINERD has also obtained Theorem 3.3. This was re- 
ported in a private communication to one of the authors. 
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Uber Hausdorftsch-minimale Erweiterung von Raumen 


Von 


BERNHARD BANASCHEWSKI 


Ein Hausdorffscher Raum heiBt Hausdorffsch-minimal, wenn seine Topologie keine 
echten Vergréberungen besitzt, die wieder Hausdorffsche Raéume ergeben. Bekannt- 
lich sind z. B. die kompakten Réume Hausdorffsch-minimal, und dies sind ohne 
Frage die wichtigsten Raume dieser Art. Da nun iiber die Kompaktifizierung von 
Raumen eine ausgedehnte und interessante Theorie besteht, liegt es nahe, zu unter- 
suchen, inwieweit Erweiterung durch Hausdorffsch-minimale Réume und Kompakti- 
fizierung einander ahnliche Ziige aufweisen. In diesem Sinne soll in der vorliegenden 
Note geklart werden, welche Réume Hausdorffsch-minimale Erweiterungen besitzen, 
d.h. dichte Teilraume passender Hausdorffsch-minimaler Raume sind; und eine 
Ubersicht gewonnen werden iiber simtliche Hausdorffsch-minimalen Erweiterungen 
eines solchen Raumes. Es wird sich dann zeigen, daB sowohl gewisse Parallelen als 
auch deutliche Unterschiede bestehen zwischen kompakter und Hausdorffsch-mini- 
maler Raumerweiterung!). 


Nach Karetov [6] gilt zunachst der hier grundlegende Kennzeichnungssatz, daB 
ein Hausdorffscher Raum genau dann Hausdorffsch-minimal ist, wenn er Hausdorffsch- 
vollstandig. und semireguladr ist. Dabei nennen wir einen Hausdorffschen Raum Haus- 
dorffsch-vollstindig, wenn er keine echten Hausdorffschen Erweiterungen besitzt [3] 
und, nach M. H. Stonz [8], semiregular, wenn seine regularen offenen Mengen, d. h. 
die Inneren seiner abgeschlossenen Mengen, eine Basis fiir seine offenen Mengen bil- 
den. Da nun jeder Hausdorffsche Raum H Hausdorffsch-vollstandige Erweiterungen 
besitzt [6], lauft unsere Frage nach der Existenz Hausdorffsch-minimaler Erweite- 
rungen von £ einfach darauf hinaus, ob und welche der Hausdorffsch-vollstandigen 
Erweiterungen von # semiregular sind, und daher werden wir uns zunachst mit semi- 
regularen Erweiterungen beschaftigen. In diesem Zusammenhang trifft man auf Filter 
im Raum #, die eine Basis aus offenen oder sogar aus regularen offenen Mengen be- 
sitzen; solche Filter sollen hier als offen bzw. semireguldr bezeichnet werden. Der 
Raum £ selbst ist offenbar genau dann semiregular, wenn er Hausdorffsch ist und 
die Umgebungsfilter %(x) aller Punkte x ¢ H semiregular sind ?). 


1) Die vorliegende Arbeit entstand zum gréBten Teil wahrend meiner Teilnahme am Summer 
Research Institute des Canadian Mathematical Congress im Jahre 1957, in dessen ,,Report“ tiber 


ihren Inhalt berichtet wurde. 
2) Wo nicht anders vermerkt, werden topologische Begriffe im Sinne von N. BourBAkr ver- 


wendet. 
Diayer 
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Eine Erweiterung W eines Raumes £ hinterliBt in H gewisse Spuren, die inners: 
halb EZ ein gewisses MaB an Kenntnis der Struktur von W zum Ausdruck bringen:; 
Der Umgebungsfilter (in W) eines belicbigen Punktes we W — # ergibt, durch: 
Schneiden aller seiner Mengen mit /, einen Filter in #, den sogenannten Spurfilter 
von w. Mit Hilfe dieser Spurfilter lat sich folgende Zuordnung offener Mengen von Vai 
zu offenen Mengen von FH beschreiben: Eine offene Menge P C # bestimmt zunichst 
die Menge P’ C W aller we W — £, in deren Spurfilter P liegt, und hiermit die» 
Menge P* = P U P’; dies ist eine offene Menge von W und zwar, wie leicht zu. 
sehen ist, gerade die Vereinigung aller offenen VCW mit EOAV = P. Fir diesen. 
Ubergang P > P* hat man nun: 


Lemma 1. Die Zuordnungen O + E AO und P -> P* ergeben eineindeutige, zuein- 
ander inverse Beziehungen zwischen den reguléren offenen O von W und P von E. 


Beweis. Bezeichnen ly, Cw und Iw die Bildung des Inneren, des Komplements 
und der abgeschlossenen Hiille innerhalb W und |,C und J’ die entsprechenden 
Operationen in EH, so haben die regularen offenen O von W die Form |wA mit ab- 
geschlossenem A C W, und es gilt (wegen HON CywX = C(HO X) fiir X C W): 


HONO=EQA|wA =HOACwIlywCwA = CEA TwCwA)=C(LEOIw(En CpA)) 
=C(ENIwC(#n A)) =CIC(#n A)= I(EN A). 


Ec O ist daher regular. Ferner ist, fiir beliebiges regulares offenes P von E, P* = 
= lwl'w P, denn aus Iw P* = Iw P folgt P* C ly Iw P, und wegen EN lnlIwPC 
CP gilt hier P= EO lwI'wP und somit lw Iw PC P*. Demnach ist (1) O = 
= (0-0 E)* fir regulares offenes O von W, da O = ly! wO = |lwIw(O 2 EB), und 
(2) P* regular offen fiir reguliires offenes P in E. SchlieBlich ist natiirlich EA P* = P. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 

Kine Frage von groBem Interesse fiir eine Erweiterung W eines Raumes E ist, ob 
bei der oben betrachteten Abbildung P —> P* des Systems © der offenen Mengen 
von # in Oy, das der offenen Mengen von W, das Bild von D in Oy eine Basis von 
Oy ist. Liegt dies vor, so heiBt W eine strikte Erweiterung von £. Fiir eine derartige 
Erweiterung W von # hat man demnach, daf die Topologie von W, d. h. Oy, voll- 
stindig bestimmt ist durch © und die Familie (S(w) Jwew-pz Ger Spurfilter, mit- 
hin durch Daten, die im wesentlichen innerhalb E gegeben sind. Dies ist es, was 
offenbar die strikten Erweiterungen eines Raumes bedeutsam macht, insbesondere 
jene, bei denen die Zuordnung w —> & (w) cineindeutig ist (was bei Hausdorffschem W 
natiirlich immer der Fall ist). 

Die angestrebte Beschreibung aller Hausdorffsch-minimalen Erweiterungen eines 
Raumes # wird nach diesen Bemerkungen also grundlegend erleichtert durch) 


Lemma 2. Jede semiregulire Erweiterung W von E ist strikt. 


Beweis. Fiir einen beliebigen Punkt we W sei U eine seiner Umgebungen in W. 
Nach Voraussetzung gibt es dann eine regulare offene Umgebung V C U von w, 


3) Siehe auch [8]. 
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und hierfiir ergibt Lemma 1 (ZH A V)* = V CU, was die Behauptung bereits be- 
weist. 
Als Gegenstiick zu Lemma 2 hat man ferner?): 


Lemma 3. Jede strikte Hausdorffsche Erweiterung W eines semireguliiren Raumes E, 
deren sdmtliche Spurfilter semiregulir sind, ist semiregulir. 


Beweis. Fiir einen beliebigen Punkt we W sei U eine seiner Umgebungen in W. 
Nach Voraussetzung besitzt w dann eine Umgebung V CU mit V = (V0 E)*. Ferner 
gibt es, auf Grund der Semiregularitat der Umgebungsfilter i in # baw. der Spurfilter 
von W in #, eine offene Umgebung Y von w derart, daB YO EF regular offen ist 
und YOHCVOE#. Dann hat man (YN £)* C(VN £)* = VCU, und wegen 
weY C(YN £)* ist (YO E)* eine in U enthaltene Umgebung von w. Da (YO E)* 
nach Lemma | regular offen ist in W, beweist dies die Behauptung. 


Bemerkung. Lemma 3 ist ein Spezialfall folgender allgemeiner Aussage: Ist W 
eine strikte Erweiterung von E und & irgendein System offener Mengen in E derart, 


dap jeder Umgebungsfilter von E und jeder Spurfilter von W in E eine Basis aus Men- 
gen V €& besitzt, so erzeugt B* = {V*|V eB} die Topologie von W. Im vorliegenden 


Fall konnte 8 als das System der regularen offenen Mengen V C # genommen wer- 
den, und 8* bestand dann, eben nach Lemma 1, aus regularen offenen Mengen von W. 

Das folgende Ergebnis ist wichtig fiir die Kennzeichnung der Hausdorffsch-mini- 
malen Erweiterungen eines Raumes: 


Lemma 4. Ist Mt ein maximaler offener Filter in einem Raum und SC M der von den 
reguliren offenen Mengen in IX erzeugte Filter, so ist S maximal semiregular. AuBerdem 
ist N der einzige maximale offene Filter oberhalb ©. 


Beweis. Ist V irgendeine mit © verzahnte offene Menge, d.h. VA X + @ fir 
alle X ES, so ist V auch mit Nt verzahnt, da aus UeEM, U offen und UNV= @ 
auch I’U A V = © folgt, wahrend doch I/’U € GS. Die Maximalitat von MN ergibt 
dann V € I, was fiir regulares V sogar V € © nach sich zieht. Alle mit GS verzahn- 
ten regularen offenen Mengen gehoren also selbst zu S, und das beweist die Maxi- 
malitat von ©&. Ebenso folgt aus Wt’ D S mit irgendeinem maximalen offenen Fil- 
ter NM’, daB M’ C M und somit Me’ = M. 

Um den angestrebten systematischen Uberblick iiber alle méglichen Hausdorffsch- 
minimalen Erweiterungen eines Raumes zu erhalten, wird vor allem ein Verfahren 
zur Konstruktion von Raumerweiterungen bendtigt. Dies laBt sich wie folgt be- 
schreiben: Ist Y eine beliebige Menge von offenen Filtern im Raum £, so bestehe 
die zu V gehorige strikte Erweiterung W von E aus der Punktmenge H U Y versehen 
mit der Topologie, die von den Mengen U U {U|U eX e VY} (U offen in F) erzeugt 
wird5). Es ist klar, daB (i) der so bestimmte Raum eine Erweiterung von # ist, 
(ii) der Punkt &%e YW = W — E gerade den Filter YU als Spurfilter hat (eben weil 


4) Ohne Beweis sei hier eine teilweise Umkehrung von Lemma 2 in anderer Richtung mitgeteilt : 
Ist ein Hausdorffscher Raum, der das I. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, strikte Erweiterung eines jeden 
seiner dichten Teilriéume, so ist er semireguldr. Hiernach ist Lemma 2, jedenfalls unter der angegebe- 
nen Einschriinkung, das bestmégliche allgemeine Ergebnis tiber die Striktheit von Erweiterungen. 
Ob dasselbe ohne Annahme des I. Abzihlbarkeitsaxioms auch noch gilt, ist uns nicht bekannt. 

5) Diese Konstruktion von Erweiterungen wurde im wesentlichen schon in [2] verwandt. 
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ein offener Filter ist) und daher (iii) U* = U U {U|U e%e VY}. Dies weist W als 
strikte Erweiterung von H mit Y als Menge ihrer Spurfilter aus, wobei iiberdies die 
Punkte von W — Z£ ihren Spurfiltern eineindeutig entsprechen. Ist nun W’ irgend- 
eine andere Erweiterung von # mit denselben EHigenschaften, so 1aBt sich die iden- 
tische Abbildung von Z auf sich offenbar zu einem Homéomorphismus von W’ auf W 
fortsetzen, bei dem w — G(w) fiir we W’ — #. Die Erweiterung W’ kann daher als 
im wesentlichen gleich der Erweiterung W angesehen werden. Insbesondere zeigt dies, 
daf — im Sinne einer geeignet gewahlten grundlegenden Mengentheorie — die Klasse 
aller strikten Erweiterungen eines Raumes im wesentlichen bereits bestimmt ist— 
durch die Menge der oben konstruierten Erweiterungen. 

Zur besseren Formulierung des folgenden Satzes werden gewisse allgemeine Be- 
griffe iiber Filter verwandt: Eine Menge von Filtern heiBt in sich wnverzahnt, wenn 
je zwei verschiedene Filter 2, 6% der Menge miteinander unverzahnt sind, d. h. 
AN B=@ fiir passende Ac % und Be B. Dariiber hinaus heiBt eine Menge: Y 
von Filtern mit einer Menge 9 von Filtern unverzahnt, wenn je zwei Xe VY und 
%8 € © miteinander unverzahnt sind. Nun hat man: 


Satz 1. Hin Hausdorffscher Raum E besitzt genau dann Hausdorffsch-minimale Er- 
weiterungen, wenn er semireguldr ist. Liegt dies vor, so entsprechen seine Hausdorffsch- 
minimalen Erweiterungen im wesentlichen eineindeutig, und zwar durch Bildung der 
zugehorigen strikten Erweiterungen von E, den in sich und mit der Menge ® seiner Um- 
gebungsfilter unverzahnten Mengen Y semireguldrer Filter, bei denen jeder nicht in BE 
konvergente maximale semiregulire Filter in E einen Filter aus Y enthéilt. 


Beweis. Besitzt der Raum # eine Hausdorffsch-minimale Erweiterung, so ist diese 
nach [6] semireguladr, und nach Lemma 1 gilt dann dasselbe fiir E. Umgekehrt sei 
jetzt H ein beliebiger Hausdorffscher semiregulirer Raum und S die Menge aller 
seiner maximalen semiregularen Filter ohne Beriihrungspunkte (die stets existiert, 
aber leer sein kann). ¥ ist dann nach Definition mit der Menge ® unyerzahnt. Ferner 
ist 2’ in sich unverzahnt, da der Durchschnitt zweier regularer offener Mengen wieder 
eine solche Menge ist. Die zu Y gehdérige strikte Erweiterung o # von £ ist auf Grund 
dieser Higenschaften von Y Hausdorffsch und nach Lemma 3 semiregulir. Uberdies 
ist o# Hausdorffsch-vollstindig: Ist ndémlich Qf irgendein offener Filter in oF, so sei 
% seine Spur in #, ferner Jt DB ein maximaler offener Filter in E und schlieBlich 
SCM der Filter erzeugt von den reguliren offenen V eM. S ist dann maximal, 
nach Lemma 4, und falls G nicht in konvergiert, hat man G € Y, und G konver- 
giert dann wenigstens in o£, da es einen der Spurfilter von oH in £ enthalt (namlich 
©). Ferner ist 2 nach Wahl von & verzahnt mit ©, also auch verzahnt mit dem Um- 
gebungsfilter von lim G in W, d.h. lim G ist Beriihrungspunkt von YX. Dies erweist 
of als Hausdorffsch-vollstandig, und nach [6] ergibt sich daher insgesamt, daB o E 
Hausdorffsch-minimal ist. Damit ist der erste Teil von Satz 1 bewiesen. 

In genau derselben Weise, wie man sieht, daB oH Hausdorffsch-minimal ist, erhalt 
man diese Higenschaft fiir die strikte Erweiterung von £ zu einer beliebigen Menge 
o von semiregularen Filtern der in Satz 1 angegebenen Art. Ist nun, umgekehrt, W 
irgendeine Hausdorffsch-minimale Erweiterung von Z, so ist nach Lemma 1 jeder 
Spurfilter von W in E semiregulir, und die Menge dieser Filter hat alle notigen Un- 
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verzahntheitseigenschaften. Ferner ist zu beliebigem © € XY der von den Mengen V*, 
V regular offen aus ©, erzeugte Filter {in W nach Lemma | semiregular, und zwar’ 
-Sogar maximal semiregular. Da W insbesondere Hausdorffsch-vollstindig ist, besitzt 

Yt einen Beriihrungspunkt in W, und wegen der Semiregularitiit von W und der 

Maximalitaét von ist dieser Limes von Y. Schneidet man nun alle Mengen aus % 

mit #, so erhalt man © zuriick, und somit ist der Spur- bzw. Umgebungsfilter von 

u = lim Win £ enthalten in ©. Da S keine Beriihrungspunkte in HZ hat, ist iiberdies 
u é &, Also enthalt S einen Spurfilter von W in Z. Es hat sich hiermit ergeben, daB 

die Menge ¥ der Spurfilter von W in £ alle in Satz 1 angefiihrten Eigenschaften be- 

sitzt, und da W im wesentlichen gleich der zu Y gehdrigen strikten Erweiterung von E 

ist, ist der Satz jetzt vollstandig bewiesen. 

Als einfache Folgerung aus Satz 1 erhalt man noch, daB die oben eingefiihrte Er- 
weiterung o# von EH im wesentlichen charakterisiert ist als diejenige Hausdorffsch- 
minimale Erweiterung von £, in welcher die wenigsten der nicht innerhalb # kon- 
vergierenden Filter konvergent werden. Genau gesagt: 


Korollar. Jeder in oE konvergente Filter in E konvergiert ebenfalls in jeder anderen 
Hausdorfisch-minimalen Erweiterung von E, und ist W eine Hausdorffsch-minimale 
Erweiterung von E mit dieser Eigenschaft, so ist W im wesentlichen gleich o E. 


Beweis. Zunachst hat oH die genannte Higenschaft: Ist némlich 2 ein Filter in Z, 
der im Raum o£ konvergiert, so konvergiert 2{ entweder bereits in H und somit 
tiberhaupt in jeder Erweiterung von H oder Y% enthalt ein S € 2’; da nun nach Satz | 
gilt, daB S fiir eime beliebige Hausdorffsch-minimale Erweiterung W einen Spurfilter 
von W in £ enthalt, folgt im letzteren Fall, daB 2( auch in W konvergiert. Ist nun, 
umgekehrt, W eine Hausdorffsch-minimale Erweiterung von H# der genannten Art, 
und & einer ihrer Spurfilter, so konvergiert T nach Voraussetzung in oH, enthalt also 
ein S € »’, und wegen der Maximalitat von S hat man sogar T = ©. Mithin gehdren 
alle Spurfilter von W in # zu &, und da, wie vorher gezeigt, jedes © € X' in W kon- 
vergiert, ist auch jedes © € J’ ein solcher. Demnach haben W und oH dieselben Spur- 
filter, sind also im wesentlichen gleich. 

Die obigen Ergebnisse gestatten es nun, einige der am Anfang angekiindigten 
Parallelen und Unterschiede zwischen kompakten und Hausdorffsch-minimalen 
Raumerweiterungen aufzuzeigen: 

Zunachst hat man in beiden Fallen, daB eine bestimmte Trennungseigenschaft fiir 
E notwendig und hinreichend ist fiir die Existenz von Erweiterungen von E der frag- 
lichen Art: vollstandige Regularitaét bei kompakten, Semiregularitat bei Hausdorffsch- 
minimalen Erweiterungen. Desgleichen sind die Erweiterungen in beiden Fallen 
strikt, und der einzelne Spurfilter ist jeweils ein Filter mit einer typischen Higenschaft : 
bei den kompakten Erweiterungen ist jeder Spurfilter S vollstandig regular, d. h. zu 
jedem X € & existiert eine stetige Abbildung f von # in das reelle Einheitsintervall 


aT 

mit f{0} eS und f(CX) = {1}, bei den Hausdorffsch-minimalen Erweiterungen da- 

gegen semiregular®), Ferner gilt hiervon auch noch folgende Umkehrung: Ist YU eon 
6) So ist z. B. BE die zur Menge der nichtkonvergenten maximalen vollstandig regularen Filter 


gehorige strikte Erweiterung eines vollstiindig regularen Raumes [2]. PH ist also das Gegensttick 
zu of im Falle der kompakten Erweiterungen. 
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vollstiindig regulérer (semiregulérer) Filter in dem zuldssigen Raum E, unverzahnti 
mit sdémtlichen Umgebungsfiltern von E, so existiert eine kompakte (Hausdorffsch-. 
minimale) Erweiterung von E derart, dap X einer ihrer Spurfilter in EB ist. Die zu {20}} 
gehorige strikte Erweiterung W von £ ist naimlich vollstandig regular (semiregular),, 
und BW (c¢W) ist eine Erweiterung von # der gewiinschten Art. 

Im Gegensatz hierzu besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden 
Arten der Raumerweiterung darin, daB die Anforderungen an die Spurfiltermengen 
bei Hausdorffsch-minimaler Erweiterung schwicher sind als bei kompakter Erweite-. 
rung. Genauer gesagt: Die strikte Erweiterung eines zulissigen Raumes # zu einer 
Menge Y zulassiger Filter mit den in Satz 1 angefiihrten Eigenschaften (bezogen auf 
die jeweils zulassigen Filter) ist im Hausdorffsch-minimalen Fall stets Hausdorffsch-. 
minimal, braucht jedoch im kompakten Fall nicht kompakt zu sein. Ist némlich W eine: 
semiregulare, aber nicht regulaére Erweiterung eines diskreten Raumes H# (der ndtige | 
Existenzbeweis folgt unten), so ist. oW eine Erweiterung von #, deren Spurfilter- 
menge gerade die in Satz 1 angegebenen Eigenschaften besitzt, und zwar nicht nur 
beziiglich der semiregularen, sondern auch beziiglich der vollstandig regularen Filter 
von #, da diese Begriffe in diskreten Raumen zusammenfallen. o W ist nun aber nicht 
kompakt, eben weil W nicht regular ist. 

Ein weiterer Unterschied zwischen dem kompakten und dem Hausdorffsch-mini- 
malen Fall, der an demselben Beispiel demonstriert werden kann, laBt sich wie folgt 
beschreiben: Ist W irgendeine der fraglichen Erweiterungen des zulassigen Raumes E, 
so hat man eine natiirliche Abbildung von f E baw. o E auf W, welche die identische 
Abbildung von £ auf sich fortsetzt, gegeben durch S — lim & (in W) fiir beliebige, 
nicht in # konvergente maximale zulassige Filter S. Diese Abbildung ist nun im 
kompakten Fall bekanntlich immer stetig, braucht aber im Hausdorfisch-minimalen 
Fall nicht stetig zu sein”). Um dies einzusehen, betrachte man wieder eine semiregulare, 
aber nicht regulire Erweiterung W eines diskreten Raumes E. Dann ist o W eine 
Hausdorffsch-minimale Erweiterung von Z, und da hier cE = BE, also o E kompakt 
ist, wtirde aus der Stetigkeit der natiirlichen Abbildung o FE > o W die Kompaktheit 
von oW folgen, was ja aber gerade ausgeschlossen ist. 


*) In [4] wurde irrtiimlicherweise das Gegenteil behauptet und dann gefolgert, daB die durch 
HL + cE bei semireguliren EL gegebene Erweiterungsstruktur (siehe [4]) stark normal ist. Diese 
letztere Aussage ist jedoch gleichermafen falsch nach dem obigen Beispiel. Die besagte Erweite- 
rungsstruktur ist aber immerhin normal; Proposition 1 in [4] bleibt daher anwendbar, und in Pro- 
position 7 ist lediglich ,,normal* fiir , Strongly normal‘ zu setzen. Die Erweiterung o # steht dem- 
nach der Freudenthalschen Erweiterung naher als den ubrigen in [4] betrachteten. AuBerdem ver- 
dient sie nicht den Namen ,,maximale Hausdorffsch-minimale Erweiterung von Z“, wenn man den 


Ausdruck ,,maximal‘‘ in dem Sinne verstehen will, wie er z. B. fiir BE benutzt wird. Demgegen- 
uber ist diese Bezeichnung fiir oH durchaus berechtigt, wenn sie bedeuten soll, daB es bemeses 
regulire Erweiterung W von EF gibt, bei der die identische Abbildung von E auf sich fortsetzbar 
ist zu einer stetigen Abbildung von W auf oF, die kein Homéomorphismus ist: Bei gegebener 
semiregulirer Erweiterung W von H mit stetiger Abbildung f von W auf o£, bei der f @) ach 
alle «€ H, muB niimlich der Spurfilter G eines we W — £ wegen lim © = lim f(G) = f(w) 
(in o£) gleich dem von f(w) € oH — E sein. Hieriiber hinaus eke man leicht, da jede semi- 
cee W von #, die wesentlich verschieden ist von o EZ, diese Maximalitiitseigen- 
schatt nicht besitzt. oH ist demnach im wesentlichen eindeutic beschri ie i - 
gegebenen Sinne maximale semiregulare Erweiterung a peated tar 8 ae 
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Kin Raumpaar (H, W), wie es fiir die beiden vorangegangenen Beispiele bendtigt 
wird, erhalt man auf folgende Weise: Der' Raum E bestehe aus allen nichtreellen 
Punkten der komplexen Zahlenebene, versehen mit der diskreten Topologie, und die 
Erweiterung W von # aus allen komplexen Zahlen, wobei jedem reellen x +0 als 
Umgebungsfilterbasis die Menge der offenen Kreisscheiben mit « als Mittelpunkt ZU- 
geordnet sei, dem Punkt 0 dagegen das Sere der Mengen 


Ve=(ellel< qs lel + ON Wee tay ea Bote 


k+j : Me 
Offenbar ist W Hausdorffsch. Ferner ist W semiregulair, aber nicht regular: Es ist 
klar, daB W bei jedem seiner isolierten Punkte, d. h. bei den Punkten von E, semi- 
regular ist; bei den iibrigen Punkten hat man, daB (1) fiir eine beliebige Basis- 
umgebung V eines x +0 /’V auBer V nur die beiden reellen Punkte des gewohnlichen 
Randes von a enthalt, die aber nicht zu |/’V gehéren, und (2) I’V;, aus Vz; und den 


~Punkten + — E = J =1,2,..., besteht, die desgleichen nicht in | /’V; liegen. Ferner 


folgt aus der Definition der V;,, daB zu gegebenem n niemals /°V; C Vy sein kann, 
d.h. bei 0 ist W nicht regular. 
Die Einfiihrung einer neuen Erweiterung zu gewissen Raumen H# wirft die natiir- 
liche Frage auf, wie sich diese zu anderen bekannten Erweiterungen verhalt und, ins- 
_besondere, ob sie wirklich von diesen verschieden ist. So ist z. B. ein vollstandig 
regularer Raum auch stets semiregulir, und es ergibt sich das Problem, in welcher 
Beziehung das hier definierte oH zu der Stone-Cechschen kompakten Erweiterung 
f£ steht. Hieriiber gilt der 


Satz 2. Die natiirliche Abbildung o E — eas ist stetig, und BE ist vm allgemeinen 
verschieden von o LE. 


Beweis. Die Stetigkeitsaussage folgt sofort aus der Regularitat von 6H und dem 
bekannten Satz iiber die stetige Fortsetzung stetiger Abbildungen in einen regularen 
Raum, wenn man bedenkt, daB nach Satz 1 jeder maximale semiregulare Filter in 
einen Spurfilter von f£ in EZ enthalt. Beziiglich der Frage, ob oH + BE méglich ist, 
werde zunachst gezeigt, daB im Falle oH = BE jede einpunktige semireguldre Erweite- 
rung von E sogar vollstindig reguldr ist. Sei W eine solche Erweiterung und % der 
Spurfilter des einen we W — E. Die durch V = {WU} U (S|UA ¢ Se LX} bestimmte 
strikte Erweiterung X von ZH enthalt dann einen zu W homéomorphen Teilraum und 
ist nach Satz 1 Hausdorffsch-minimal. Ferner ist die natiirliche Abbildung f/f: oH > X 
in diesem Falle stetig. Ist namlich zu a ¢ H V eine Umgebung von f(a) = a in X und 
U eine mit % unverzahnte Umgebung von a in # Gene daB V die Umgebung 
U{e|UeS Ug Ser} von @ in ie 

=UvU{S|VeS, UESeE XC, da U eS fash an von U X% ¢ © nach sich 
zieht. Also ist f ao bei a. Im Falle eines T ¢ oH — E ist zu unterscheiden, ob 
{(X) = T oder f(Z) = A. Im ersteren Fall sei, bei gegebener Umgebung V von & 
in <X } 7 eZ mit : unverzahnt und derart, da U U {6 UeS, AC GSeL CY; 
genau wie eben sieht man dann, daf f die durch U bestimmte Umgebung von ZinoHk 
auf diese Umgebung von & in X und damit in V abbildet. Ist f() = W und V eine 


¥ 
a 


4 
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Umgebung von 2 in X, so wihle man ein U € Umit UU {Ul} U {S| Ves eX, ¢S}E 
C V. Wegen & C & ist dann U U {S| U e S e X} eine Umgebung von @ in o #, und f 
pildet diese ab in V, da aus Ue S bei SIA f(S) = A und bei S ZA f(S) = S 
folgt. Aus der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten Kompaktheit von oH folgt 
nun, daB X kompakt und W somit vollstindig regulaér ist. Hiernach mu8 also 
oF + BE gelten fiir jedes vollstindig regulire #, das einpunktige semiregulare Er- 
weiterungen besitzt, die nicht vollstandig regular sind. Solche Réume sind nun aber 
leicht zu finden: Ist z. B. H die Euklidische Ebene (mit der gew6hnlichen Topologie), 
so erzeugen die reguliren offenen Mengen Ux = {(x, y) | t>kh, 0<y<lk= la aa 
einen semireguliren Filter 2, und die durch 2 bestimmte einpunktige strikte Erweite- 


rung von // ist zwar semiregulir, nach Lemma 3, aber nicht einmal regular, geschweige — 


denn vollstiindig regular, da kein Uy die abgeschlossene Hiille eines Uy enthalt. 

Bei regulirem H bietet sich eine andere Erweiterung von # zum Vergleich mit (dem 
dann ebenfalls definierten) oH an, nimlich die von P. ALEXANDROFF eingefiihrte Er- 
weiterung «H, die strikte Erweiterung zur Menge der maximalen nichtkonvergenten 
regularen Filter in £ [2], wobei ein Filter 2 in # regular hei8t, wenn es zu jedem 
XeAein Ye mit [Y ClX gibt. 


Satz 3. Ist E regular, aber nicht vollstindig regulir, so gilt stets «EB + oF, und dies 
kann auch bei vollstindig regulirem E eintreten. 


Beweis. Es soll zunachst gezeigt werden, daB oH = «EH die Kompaktheit von o# 
nach sich zieht. Damit ist dann sofort klar, daB oH = «£ bei nicht vollstandig 
regularem H unméglich ist. Zum Nachweis der Kompaktheit von o# braucht nur 
die Regularitét bewiesen zu werden, da oH ja Hausdorffsch-vollstandig ist [1]. Die 
Mengen U U U’, U regular offen in Z, erzeugen die Topologie von o EZ, und die ab- 
geschlossene Hiille einer solchen Menge ist /}U U U’’, U’ die Menge aller mit U ver- 
zahnten © ¢ X. Wegen der Maximalitat der G e Y ist dann aber U” = U’. Nimmt 
man daher zu einem festen © € U’ (x € U) eine regulare offene Menge V € S (Ve X(a)) 
mit [’V C U — was méglich ist wegen oH = aE —,s0 enthalt U U U’ die abgeschlos- 
sene Hille /’'V U V’ der Umgebung V U V’ von & bzw. x. Damit hat man die 
Regularitat von o LB. 

Der zweite Teil von Satz 3 ergibt sich nun daraus, daB bei vollstandig regularem H# 
of =a auch oH = BE nach sich zieht, da o£, falls es kompakt ist, natiirlich 
gleich 6 # ist wegen der bekannten Maximalitiitseigenschaft von BE. Im vorigen Satz 
war aber gerade gezeigt, daB oH nicht immer mit BE iibereinstimmt. 

Bei beliebigem semiregulirem E 1i8t sich schlieBlich oH mit der Karrrovschen 
Erweiterung xH [6] vergleichen. Da jedoch x im allgemeinen nicht einmal eine 
strikte Erweiterung von £ ist, liegt es hier niher, sich auf die Frage nach dem Uber- 
einstimmen der zugehdrigen Spurfilter zu beschrinken, Fiir x E sind dies gerade die 
maximalen, nicht in # konvergenten offenen Filter, und x enthalt diese Filter als 
neue Punkte, wobei jedem solchen Filter 3% die Mengen U U {M}, UE M, als Um- 
gebungen zugeordnet sind, wahrend die x € HE in xE dieselben Fundamentalsysteme 
von Umgebungen haben wie in 2. 

Zur Erhellung der Beziehung von oH zu x werde die folgende, auf KarEroy [6] 
zuriickgehende Operation verwandt, die hier als K-Proze8 bezeichnet werden soll: 


. 
a 
: 
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Ist # ein Hausdorffscher Raum, so erhalt man einen neuen Hausdorffschen Raum mit 
-denselben Punkten und gréberer Topologie, wenn man die reguliren offenen Mengen 
von # als Basis nimmt. Dieser Raum ist dann semiregulir, so daB also jeder Haus- 
dorffsch-vollstiindige Raum bei diesem K-ProzeB einen Hausdorffsch-minimalen 
Raum liefert, der iibrigens nach [6] der einzige Hausdorffsch-minimale Raum mit 
‘denselben Punkten wie # und gréberer Topologie als Z ist. 
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zu folgendem 


Satz 4. oF ist stetiges, eineindeutiges Bild von xH, wird erhalten aus x HE durch den 
K-Prozef und hat im allgemeinen andere Spurfilter als x E. 


Beweis. Daf die nach [6] existierende stetige Abbildung von x # auf oH, gegeben 
durch die Fortsetzung der identischen Abbildung von # auf sich, eineindeutig ist, 
folgt sofort aus Lemma 4. Wendet man nun den K-Proze8 auf x# an, so erhalt man 
einen Raum W mit denselben Punkten wie x # und mit den regularen offenen Mengen 
als Basis. Da # selbst semiregular ist, ergibt sich nach Lemma | auf dem Teilraum 
von W, der aus den Punkten von ZH besteht, als Relativtopologie gerade die Topo- 
logie von HL, d. h. W ist Erweiterung von ZL. Ist ferner It exH — H irgendein maxi- 
maler offener Filter, so sind die Basisumgebungen von tin W nach Lemma 1 genau 
so beschaffen, daf ihre Durchschnitte mit H gerade die regularen offenen O € IN 
ergeben; der zu IN in der Erweiterung W gehérige Spurfilter in H ist also maximal 
semiregulaér nach Lemma 4, und es treten iiberdies auch alle diese als Spurfilter auf. 
W ist also semiregular mit denselben Spurfiltern wie o#, und demnach sind W und 
oF im wesentlichen gleich. 

Es bleibt zu zeigen, da8 oH und x E verschiedene Spurfilter haben kénnen. Hierzu 
sei X ein unendlicher diskreter Raum, Y ein fester nichttrivialer Ultrafilter in X und 
E die strikte Erweiterung von X, die zur Menge der nichttrivialen Ultrafilter U + W 
in Z gehort. Nach Lemma 1 sind dann der Raum F# sowie der Filter © in #, erzeugt 
von den Mengen Y u {ll| Yell + W} mit Ye W, semiregulir. Uberdies ist S 
maximal semiregular, ebenfalls nach Lemma 1. Angenommen nun, © ist sogar 
maximal offen. Da X offen und dicht ist in H, hat man dann X € G, d. h. es gibt ein 
YeBWmit Yu {| VYetl+ W}CX oder {U| Ye + W} = ©. Dies ist aber aus- 
geschlossen, da alle Y ¢ Y% unendlich sind, und es daher auch unendlich viele nicht- 
triviale Ultrafilter 11 in X mit Y € U gibt [7]. Damit ist Satz 6 bewiesen. 

Die vorangehenden Satze liefern iibrigens Raumtypen, deren Existenz fiir die 
Axiomatik der topologischen Raéume von Interesse ist: Jedesmal, wenn x H + oH, hat 
man in x# einen Hausdorffsch-vollstandigen Raum, der nicht Hausdorffsch-minimal 
ist. Ferner hat man bei reguldrem, nicht vollstandig regularem # mit oH einen nicht 
regularen, aber semiregularen Raum. SchlieBlich sieht man bei vollstandig regularem 
E mit BE +oF8 leicht, da® oH ein Raum ist, fiir dessen stetige beschrankte reelle 
Funktionen der Stone-WeierstraBsche Approximationssatz gilt, ohne daB o# kom- 
pakt ist. 

- Zum AbschluB soll jetzt noch die Frage untersucht werden, unter welchen Um- 
standen ein semiregulirer Raum £ als Teilraum seiner Erweiterung o£ topologisch 
gekennzeichnet werden kann, wie dies etwa fiir vollstandig regulare H mit erstem 
Abzahlbarkeitsaxiom beziiglich 6 # zutrifft [5]. Zur Beschreibung einer Klasse semi- 
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regulirer Riiume JZ, fiir die eine solche Kennzeichnung innerhalb o EF moglich ist, ver-- 
wenden wir den folgenden Begriff: Ein Punkt eines Raumes werde mehrfach erreichbar 
genannt, wenn er im Durchschnitt der abgeschlossenen Hiillen von mindestens zwei 
disjunkten offenen Mengen liegt; andernfalls heiBe er einfach erreichbar. Ks ist leicht | 
zu sehen, daB ein Punkt genau dann mehrfach erreichbar ist, wenn er Limes von minde- . 
stens zwei verschiedenen maximalen offenen Filtern ist. 

Nun gilt fiir semiregulire Raéume L: 


Lemma 5. Jedes S e oH — EB ist nur einfach erreichbar. 


Beweis. Ware nimlich G Limes zweier verschiedener maximaler offener Filter in| 
o E, so ware S auch in zwei verschiedenen maximalen offenen Filtern in £ enthalten, | 
was jedoch nach Lemma 4 nicht der Fall ist. 

Ferner hat man fiir beliebige Réiume X und Y: 


Lemma 6. Jst X dichter Teilrawm von Y und ae X mehrfach erreichbar in X, so ist a 
auch mehrfach erreichbar in Y. ; 


Beweis. Sind X MN U und X AO V disjunkt, dabei U und V offen in Y, so sind auch 
U und V selbst disjunkt, und wenn a zur abgeschlossenen Hiille (in X) sowohl von 
XA U als auch von X 1 V gehért, so natiirlich erst recht zu den abgeschlossenen 
Hiillen von U und V in Y. 

Die angestrebte Aussage iiber die Kennzeichnung von Z in o£ lautet nun 8): 


Satz 5. Ist jeder nichtisolierte Punkt von E mehrfach erreichbar, so ist E in o E topo- 
logisch charakterisiert als die Menge aller isolierten oder mehrfach erreichbaren Punkte 
von o LE. 


Beweis. Ein isolierter Punkt von £ ist offenbar auch in o£ isoliert, und kein 
Punkt von of — E ist isoliert. Ferner sind, wie gezeigt, die mehrfach erreichbaren 
Punkte von H# auch mehrfach erreichbar in o EZ, und sind dies alle nichtisolierten 
Punkte von HL, so besteht oH — BH genau aus den nichtisolierten einfach erreichbaren 
Punkten von o£. Das ist aber gerade die Behauptung. 

Hat ein Raum EF die Eigenschaft, da alle seine Punkte isoliert oder mehrfach er- 
reichbar sind, so gilt dasselbe offenbar auch fiir seine simtlichen offenen Teilraume. 
Desgleichen hat man, daB ein Punkt des Raumes Z, der in einer seiner offenen Um- 
gebungen mehrfach erreichbar ist, diese Eigenschaft auch in E hat. SchlieBlich sieht 
man leicht, daB ein Produkt von Raéumen, deren jeder nichtisolierte Punkt mehrfach 
erreichbar ist, wiederum diese Eigenschaft besitzt. Da nun in einem jeglichen Teil- 
raum des reellen Zahlenraumes jeder nichtisolierte Punkt mehrfach erreichbar ist, 
erhalt man aus diesen Bemerkungen z. B., daB ein semiregulirer Raum E, in dem 
jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die einer offenen Menge eines Produktes be- 
hebiger Teilriume des reellen Zahlenraumes homéomorph ist, in der oben angegebenen 
Weise innerhalb o EF gekennzeichnet ist. 

Ohne einschrinkende Annahmen iiber £ trifft es allerdings nicht immer zu, daB H 
bereits durch o E bestimmt ist: Sind Mund & nichttriviale Ultrafilter auf einem dis- 


8) Das folgende Ergebnis ist der hier einschlagige Spezialfall der spiter in [4] entwickelten all- 
gemeinen Theorie. 


e ; in pti 
i . 
: 
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kreten Raum X, die durch keine Permutation von X ineinander iiberfiihrt werden 
_k6nnen (und solche existieren nach [7]), so sei Z die strikte Erweiteru ng von X zu {Ul} 
und # die zu {8}. Dann hat man of ~ oX ~ oF, aber £ ist nicht homéomorph zu 
F, da ein Homéomorphismus von # auf F X C £ auf X C F abbilden wiirde und WU 
in & iiberfiithren miiBte, was gerade nicht sein kann nach Wahl von U und &. 
Als Folgerung aus Lemma 5 in ginzlich anderer Richtung ergibt sich noch eine 
weitere Charakterisierung der Erweiterung oF: 


Satz 6. Hine Hausdorffsch-minimale Erweiterung W von E ist genau dann im wesent- 
lichen gleich o EL, wenn jeder Punkt we W — E nur einfach erreichbar ist in W. 


Beweis. DaB&B cE diese Eigenschaft besitzt, besagt gerade Lemma 5. Ist, um- 
gekehrt, W eine Hausdorffsch-minimale Erweiterung von EF dieser Art, so ist jeder 
Umgebungsfilter (in W) eines beliebigen we W — E£ jeweils in genau einem maxi- 
malen offenen Filter in W enthalten. Dann gibt es aber zu dem Spurfilter © (w) von w 
in # auch nur einen maximalen offenen Filter Jt 2 G(w) in # und daher nur einen 
maximalen semiregularen Filter G D G(w). Ware nun SD S(w), und Ve © — S(w) 
regular offen, so hatte man fiir beliebiges offenes Uc G(w) UN ICV + @, da 
Bia) ICV ga UC CICY =f V~-also auch,U Cl V.= V-und demnach 
VeS(w) folgt; daher wiirden die Mengen UNICV, Ue G(w), einen (eigentlichen) 
semiregularen Filter 2) G(w) erzeugen, der mit © unverzahnt ist, und somit lage 
S(w) in einem von © verschiedenen maximalen semi-regularen Filter®). Also folgt 
S = S(w), und dies ergibt, daB W und oF dieselben Spurfilter besitzen. 
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9) Dies Argument, das auch dazu benutzt werden kann, um zu beweisen, daf jeder semireguliire 
Filter Durchschnitt aller maximaler solcher Filter ist, die ihn enthalten, beruht implizit auf der 
Tatsache, daB die reguliren offenen Mengen eines Raumes einen Booleschen Verband bilden, in 
dem | C V das Boolesche Komplement von V ist [8]. 
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Bemerkungen iiber die Banach-Algebra der stetigen, beschrinkten 
Funktionen eines vollstiindig reguliren Raumes 


Von . 


JURGEN FLACHSMEYER 


1. R = (RK, G) sei ein vollstandig regularer Raum mit der Grundmenge RF und der ' 
Topologie &. Kine bikompakte Hausdorffsche Erweiterung 6% von %t ist dann durch 
die (reelle) Banach-Algebra “% ihrer stetigen, reellen Funktionen bestimmt, d. h. bt 
ist (bis auf Homéomorphie) der einzige bikompakte Hausdorffsche Raum, fiir den # 
die Banach-Algebra aller stetigen, reellen Funktionen ist. Weil bX ein Erweiterungs- 
raum von } ist, kann % als Banach-Unteralgebra der Banach-Algebra @() aller 
stetigen, reellen, beschrankten Funktionen von ft aufgefaBt werden, nimlich als die 
Banach-Unteralgebra, bestehend aus den Funktionen von @(), welche sich auf b# 
stetig fortsetzen lassen. Die bikompakten Hausdorffschen Erweiterungen bt von St 
entsprechen sich also eineindeutig mit gewissen Banach-Unteralgebren der Banach- 
Algebra @(%) aller stetigen, reellen, beschrankten Funktionen von XR. 

I. GeLFanp und G. Stmov haben in [3] (vgl. fiir die Aussagen im Reellen [2]) an- 
gegeben, welche Banach-Unteralgebren von @(%) fiir diese Entsprechung in Frage 
kommen. Und zwar sind es die Banach:Unteralgebren % von @(%) mit der nach- 
stehenden Higenschaft: (E) Fiir eine beliebige abgeschlossene Menge F und einen 
nicht darin enthaltenen Punkt x von % gibt es eine Funktion fe X mit f(x) ¢f(F). 

Die Konstruktion der von % bestimmten Erweiterung 6% kann gemaB [3] als 
Raum der maximalen Ideale von ¥ erfolgen. 


2. Wir vermerken hier noch einmal explizit, wie man b.y¥ R auch iiber die Tychonoft- 
sche Quadereinbettung oder den Weilschen VervollstindigungsprozeB uniformer 
Raume erhalten kann. 


Satz 1. S cE(R) sei ein Funktionensystem mit der Trennungseigenschaft (E). X (SF) 
set die von F erzeugte Banach-U nteralgebra!) von € (RK) 


1. Vermége der Hinbettungsabbildung « > (f(®))jey ist dann Ht topologisch eingebettet 


im den Produktraum P = ITf(®) |fe SF. Die AbschlieBung e(R) von e(R) in P ist 
gleich by), wobei von KR festlassenden H omdomorphien abgesehen ist. 


2. U(S) sei die von SF erzeugte uniforme Struktur auf R. Dann ist die Vervollstindi- 
gung von (Rk, U(S)) gleich bx (SR, wobei von KR festlassenden Homéomorphien ab- 
gesehen ist. 


') Unter Banach-Algebra ist hier immer eine solche mit Einselement zu verstehen. 


q 
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_ Beweis. 1. Die Trennungseigenschaft (E) von Y erwirkt die Homéomorphie von 
und e(R) (vgl. [4] Einbettungslemma, p. 166). 
Die AbschlieBung e(R) von e(R) in J77(R)| fe F ist dann eine bikompakte Haus- 
_dorffsche Erweiterung von ft, sofern man e({) und  identifiziert. Alle h e SF lassen 
sich stetig fortsetzen auf e(R). Die stetige Fortsetzbarkeit von he SY auf e(N) ergibt 
sich aus der stetigen Fortsetzbarkeit von h auf ganz I7/(R)| fe. Namlich, die h-te 
Projektion von I77(R)| fe S auf h(R) h((yp)ye¥) = yn ist solch eine. 

Jedes Element der von Y und | erzeugten Algebra .o ist dann offenbar auch auf 
é(N) stetig fortsetzbar. Die Fortsetzungen 5 der f ¢ ¥ bilden eine Algebra von stetigen, 
reellen Funktionen auf dem bikompakten Hausdorffschen Raum e(%t). Zwei ver- 
schiedene Punkte p +q von e(%) lassen sich durch ein gewisses h, h € S, dieser Al- 
gebra trennen. Aus der Verschiedenheit von p = Urlref und q = (Zp)re¥ folgt die 
Existenz eines h ¢ Y mit yp + zn. Die Fortsetzung h von h trennt die Punkte p und q 
in e(%). Nach dem Stone-Weierstrass-Theorem ergibt sich daraus im Verein mit 
le .o/, daB die gleichmafige Hiille von {7 | f © 7} mit der Banach-Algebra aller steti- 

gen, reellen Funktionen auf e(%) itibereinstimmt. Wegen “(.S) = (A) folgt so- 
dann der Rest. 


2. Die von ¥ erzeugte uniforme Struktur auf F ist die grébste uniforme Struktur, 
die alle fe Y gleichmaBig stetig macht. Weil die fe Y beschrankt sind, so ist Y (7) 
als Supremum von prakompakten uniformen Strukturen selbst prakompakt. AuBer- 
dem ist Y@() mit der Topologie vertraglich. Deshalb wird also die Vervollstandigung 
von (R, Y(.)) eine bikompakte Erweiterung von ‘t. Wir zeigen die Vertraglichkeit 
von Y%(.S) mit &. Sei U + R eine beliebige offene Umgebung von xz e€ R. Infolge von 
(E) existiert zu der abgeschlossenen Menge CU und dem Punkt z eine Funktion 
fe S mit f(x) E€f(C us ey Abstand « von f(x) zu f(CU) ist gréBer als Null. Die 
Menge W = {(y, z)||f(y (z) | i a} stellt Ree eine entourage aus W@(.S) dar. Die 
von W induzierte Cee W (x) = {y||f(y) — f(x)| < «} ist in U enthalten, wo- 
mit die Vertraglichkeit von Y() Ae & a ist. 

Jedes f ¢ Y kann stetig fortgesetzt werden auf die Vervollstandigung von (R, Y@()). 
Der weitere Beweis kann jetzt wie unter 1. verlaufen. Die dazu benétigte Trennbarkeit 
von Punkten der Vervollstandigung von (R, W@(-)) entnimmt man aus [1, Lemma 1]. 


Bemerkung. An die Stelle der Eigenschaft (E) kann auch folgende Forderung an 
eine Banach-Algebra % treten: 

Zu jeder abgeschlossenen nicht leeren Menge F und einem nicht darin enthaltenen 
Punkt x € R gibt es eine Funktion f ¢ # von Rin [0,1] mit f(w) = 0 und f(y) = 1 fir 
ye Fk. 


3. Die in [1] angestellten Dichtigkeitsbetrachtungen von Teilalgebren von @ (%) 
sollen jetzt auf die Banach-Unteralgebren % von @(%) ausgedehnt werden, die 
Punkte und abgeschlossene Mengen trennen. Zwei Mengen A, Bc Rk mégen voll- 
stindig separiert bzgl. % heiBen, wenn es eine Funktion fe % gibt mit 


F(A) 0 {(B) = 2. 


Lemma. Zwei Mengen A, B von R sind vollstindig separiert bzgl. der Banach-Unter- 
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algebra HK von © (KR) mit der Trennungseigenschaft (E) genau dann, wenn die Hiillen: 
von A und B in der durch X bestimmten Erweiterung be NK disjunkt sind. 
Beweis. l. Es gelte {(A) 9 [(B) = @ fiir die Mengen A, Bc R und die Funktion: 
fe. f ist fortsetzbar auf by N, also erhilt man nach dem Fortsetzungssatz aus [5]| 
= FMW ie A) 
PAY tn AFB" = a. 


Erst recht ist dann 
Bork a TAAL a 


2. Es gelte die letzte Gleichung fiir die nicht leeren Mengen A, Bc R. Auf dem 
Bikompaktum by % gibt es eine stetige, reelle Funktion f, f ¢ #, mit 


CAB) 0 FBR) = 0, 


also erst recht 


Gna k(4)iGy $B) == a 
Satz 2. % sei eine Banach-Unteralgebra von © (i) mit der Trennungseigenschaft (BE). 
Hine Teilalgebra von H mit 1 € A ist dann und nur dann iiberall dicht in 4, wenn 
sie die bzgl. X vollstindig separierten Mengen trennt, d. h. wenn es zu je zwei bagl. H 
vollstindig separverten Mengen A, Bc R schon ein fe SL mit f(A) A f(B) = @ gibt. 


Beweis. 1. Die Fortsetzungen / der fe. bilden eine Teilalgebra der Banach- 
Algebra aller stetigen, reellen Funktionen auf by. {f| fe} trennt die Punkte von 
ba. Sind x, yebxX und x + y, so gibt es zwei disjunkte abgeschlossene Umgebun- 
gen U und V von x und y in by. Die nicht leeren Mengen U AX Rund VA Ryon R 
sind nach dem Lemma bzgl. % vollstandig separiert, also lassen sie sich auch durch 
ein f ¢ of trennen. Dann ist f(U A R) A #(V A R) = ©, deshalb 


fT 0 RX®) 0 f(A ROL) = g 


und somit } (x) +} (y). Infolge von 1 €.° ergibt sich aus dem Stone-Weierstrass- 
Theorem die Behauptung. 


2. Sei VY dicht in # und A, Bc R zwei bzgl. # vollstandig separierte Mengen. Es 
gibt also ein fe. mit f(A) A f(B) = @. Die beiden kompakten Mengen f(A) und 


}(B) haben einen positiven Abstand «. Wahlt man ein geV mit | f —g|| < «/3, so ist 


g(A) Ng(B)= 2. 


4. Verzichtet man im Satz 2 auf die Voraussetzung 1 € <7, so kann man mittels des 
Stone-Weierstrass-Theorems nur darauf schlieBen, daB entweder ./ = ¥% oder aber 
{f| fe die Algebra aller stetigen, reellen Funktionen auf by ist, die in einem ge- 
wissen Punkt von by verschwinden. Fiir den letztgenannten Fall geben wir ein 
Beispiel. 

Mt sei ein lokal bikompakter Hausdorffscher Raum, der nicht bikompakt ist, .7 die 
Algebra der stetigen, reellen, beschrankten Funktionen von vt mit bikompaktem 


ty. y 5 : 
_ 

c | 
is Vol. XIT, 1961 Banach-Algebra stetiger, beschrinkter Funktionen 369 


ea 


oes, 


; Traiger, # die Algebra der stetigen, reellen, beschrinkten Funktionen von SR, die im 


¥ 


- 


Unendlichen verschwinden. & ist abgeschlossen! 9t U {co} bezeichne die Alexandroff- 


_ sche einpunktige Erweiterung von {t. Diese wird durch eine Banach-Unteralgebra 1 
von @ (jt) determiniert. Offenbar ist. c Bc x. 
Wir zeigen, daB / schon die bzgl. % vollstaindig separierten Mengen trennt. 
Zwei disjunkte Mengen A, Bc R sind bzgl. ¥ vollstindig separiert genau dann, 


_ wenn wenigstens eine der Mengen A, B bikompakt ist, wie sich sogleich aus dem 


Lemma ergibt. 

Seien jetzt A, B zwei disjunkte nicht leere Mengen, wovon A bikompakt ist. Wegen 
der vollstandigen Regularitiit des Raumes Jt gibt es zu jeder Umgebung U eines be- 
liebigen Punktes x eine stetige Abbildung f von St in [0,1], deren Trager 7'(f) = 
= {y|T(y) + 0} ganz in U liegt und die f(a) = 1 erfiillt. Fiir jeden Punkt x € A kénnen 
wir infolge der lokalen Bikompaktheit von Jt eine Umgebung U(x) von x wahlen, so 


daB OU (x) 0 B = © gilt und U(a) bikompakt ist. Zu jedem U(x) wahlen wir seiner- 


_ seits eine stetige Abbildung f/; von Rin [0,1] mit f, (2) = 1, deren Trager ganz in U (a) 
_enthalten ist. Die offenen Mengen {y| fz(y) + 0}, « € A, tiberdecken A. Davon reichen 


’ Fur die Abbildung 


schon endlich viele zur Uberdeckung aus. Es seien dies die Mengen 


{y| fr, (y) +O}... {y| fonly) + O}- 


f=fey, 7 april + fay. 
gilt 
TAP) = T Fa.) OU Bfe,)3 


Demzufolge ist f ¢.o7, auBerdem trennt f die Mengen A und B. 
Ks ergibt sich hieraus insbesondere, daB .°7 dicht liegt in Z und 


bX (x1) KX = bx (BR = NV {oo}. 


5. Fiir eine Formulierung der Satze 1 und 2 im Komplexen mu8 man beachten, daB 


_ die bikompakten Erweiterungen 64% von Kt durch komplexe Banach-Unteralgebren 


determiniert werden, die auBer der Eigenschaft (E) noch die EHigenschaft haben, mit 
jeder Funktion auch die konjugiert komplexe zu enthalten. 
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Zur Axiomatik der absoluten Geometrie der Ebene 


Von 


HANFRIED LENZ 


1. Ein permutationsgruppentheoretisches Axiomsystem. Unter absoluter Geometrie 


' verstehen wir in dieser Note die Geometrie, die aus den Axiomen von F. Bacu- 


MANN!) folgt, jedoch unter AusschluB der elliptischen Geometrie. Wir betrachten 
also nur solche metrischen Ebenen, in denen das Lotefallen eindeutig ist. Diese Ein- 
schrankung la8t sich m. E. vertreten, weil in der elliptischen Geometrie die miihsame 
Einfiihrung idealer Punkte und Geraden mit Hilfe der Halbdrehungstheorie wegfallt 
und der getrennte Aufbau der elliptischen Geometrie einfacher wird als die allgemeine 
Begriindung der absoluten Geometrie nach BACHMANN. Zweck dieser Note ist der 
Vorschlag eines anderen Axiomsystems, das nur die Begriffe Punkt und Bewegung 
verwendet und daher ebenso anschaulich ist wie das klassische, viel engere Axiom- 
system von HILBERT, und das an logischer Einfachheit dem rein gruppentheoretischen 
Axiomsystem von BACHMANN (a.a.O. 8S. 33) kaum nachstehen diirfte. 


Grundannahme. Die Ebene ist eine nicht leere Menge von Punkten. Ferner sind 
gewisse Permutationen der Ebene gegeben, die Bewegungen heiBen. Sie bilden eine 
Gruppe?). 

Grundlegende Definitionen. Eine Spiegelwng ist eine nichtidentische Bewegung mit 
mindestens zwei Fixpunkten. Eine Drehwng ist entweder die identische Bewegung 
oder eine Bewegung mit genau einem Fixpunkt. Eine Punktspiegelung ist eine in- 
volutorische Drehung. 

Wir fordern nun die Giiltigkeit der folgenden Axiome, die man sich leicht mit Hilfe 
eines bewegten bzw. umgewendeten Transparentpapiers veranschaulichen kann 3), 

Axiom I. Das Produkt dreier Spiegelungen ist keine Drehung. 

Insbesondere ist das Produkt zweier Spiegelungen keine Spiegelung. 

Axiom II. Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B als Fixpunkten gibt es eine 
Spiegelung. 

Axiom III. Gibt es eine Bewegung, die den Punkt A in den Punkt B tiberfiihrt, so gibt 
es eine Punktspiegelung, die A nach B bringt, und im Fall A = B nur eine 4) 


1) F. Bacumann, Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Berlin-Géttingen-Heidel- 
berg 1959, S. 24. 


*) Diese Forderung kénnte man noch etwas abschwiichen. 


3) Die folgenden Axiome lieBen sich noch etwas reduzieren, aber wohl nur auf Kosten der 
sprachlichen Kiirze. 


4) Es ist mir nicht gelungen, zu klaren, ob diese Kindeutigkeitsforderung aus den ubrigen Forde- 
rungen der Axiome I, II, III ableitbar ist. 
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_ 
~ Man bestatigt leicht, daB die Axiome I, IT, ITT in allen nichtelliptischen Modellen 
_ des Bachmannschen Axiomsystems gelten. Fiir Axiom I folgt das aus der Einteilung 
der Bewegungen in gerade und ungerade (BACHMANN a.a.0. 8. 46ff.), fiir Axiom III 
aus der ersten Aussage des Hjelmslevschen Mittelpunkteliniensatzes (BACHMANN, a. 
_ a.0. 8. 54). Wir wollen umgekehrt zeigen, daB sich nach geeigneten Definitionen die 
Bachmannschen Axiome aus unseren Axiomen ableiten lassen, daB also die obigen 
Axiome I bis III zur Begriindung der absoluten Geometrie der Ebene ausreichen. 


2. Folgerungen aus den Axiomen I und II. 
Weil das Produkt zweier Spiegelungen keine Spiegelung sein kann, ist eine Spiege- 
lung mit zwei Fixpunkten A, B durch diese eindeutig bestimmt und involutorisch. Sie 
‘sei mit o4p bezeichnet. 


Definition. Die Gerade AB ist die Menge der Fixpunkte von og. Ist « eine Be- 
wegung, ist ferner 4* = A’, BY = B’, so ist 


(1) at OABX = OAR’. 


Sind C, D verschiedene Punkte der Geraden AB, so ist 048 = cp und daher ABS 


= CD. Durch zwei Punkte geht daher genau eine Gerade. Ist a = A B, so kénnen wir 
statt o4p auch og schreiben; denn o4g hangt nur von der Geraden a, nicht von der 
Auswahl der Punkte A, B ab. Ist F Fixpunkt von oygz, so ist F* Fixpunkt von o4’p’. 
Aus (1) folgt also, daB jede Bewegung Geraden auf Geraden abbildet. 


Definition. Die verschiedenen Geraden a, 6 heif’en aufeinander senkrecht oder 
orthogonal, wenn oq» involutorisch ist. Gleichbedeutend damit ist, daB og und op 
verschieden und miteinander vertauschbar sind. Aus a | 6 folgt also b | a. Liegt der 
Punkt C nicht auf der Geraden A B, und ist D sein Bildpunkt bei der Spiegelung og, 
so ist nach (1) 

CABOCDOAB = ODC = OCD, 


also. 4 B | CD.D.h. von jedem Punkt C ¢ AB lapt sich ein Lot auf AB fallen. Ist CE 
ein weiteres Lot auf A B, so folgt 


OABOCEOAB — OCE;> 


d.h. CE ist Fixgerade von o4g und D = 0%? € (CE)*42 = CH, also CD= CE; 

_d.h. das Lotefillen ist eindeutig. Aus (1) folgt weiter, dai Bewegungen senkrechte Ge- 
raden auf senkrechte Geraden abbilden; sie sind also orthogonale Kollineationen im 
Sinne von BacHMANN S. 24. 


Satz 1 (erster Dreispiegelungssatz ). Sind a, b, ¢ drei Geraden mit einem gemeinsamen 
Punkt P, so ist ogy Oe die Spiegelung an einer Geraden durch P. 


Denn sonst ware 6,0p0¢ eine Drehung um P, entgegen Axiom I. Unter einem 
Mittellot der Punkte P und Q verstehen wir eine Gerade s, so daB P* = Q ist. 
Zwei verschiedene Punkte P, Q haben héchstens ein Mittellot. Es sei ndmlich PQ = c. 
Sind a und b Mittellote von P und Q, so vertauschen die Bewegungen og, op und o¢d4 
24* 


1 
rina 


* 
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die Punkte P und Q. Zwei unter ihnen miissen daher gleich sein; denn | sonst waren die 
Produkte von je zweien unter ihnen verschiedene Spiegelungen an P Q. Das ist nur_ 
moglich, falls oq = op, also a = 6 ist. 

Es ist sicher nicht méglich, aus den Axiomen I und IT allein die absolute Geometrie 
zu begriinden. Denn schon die symmetrische Gruppe von vier Punkten liefert ein 
Gegenbeispiel, das den Axiomen I und II geniigt, in dem sich aber z. B. zwei (nach_ 
obiger Definition) senkrechte Geraden nicht schneiden. 


9, Folgerungen aus den Axiomen I, Il und III. 
Senkrechte Geraden schneiden sich. Es sei nimlich a | b. Die Bewegung oqo» ver- 
tauscht zwei Punkte A, B. Nach Axiom III gibt es eine Punktspiegelung op mit dem 


Fixpunkt P, die A und B vertauscht. Es sei c = AB. Die Bewegungen ap, oqo, 
Oa OpGc Vertauschen A, B. Weil og0p0¢ Von 6gop und nach Axiom I auch von gp ver- 
schieden ist, folet op = oq05. Es sei Q = P%. Dann ist Q® = P°? = P, dh. P und 
@ haben die beiden Mittellote a und 6. Das ist nur méglich, wenn P = Q ist. Daraus 
folgt aber, daB P = ao b ist. 

Ist a eine beliebige Gerade und P €a, so ist ¢gopoqg = op. Daher ist opog involu- 
torisch und nach der Eindeutigkeitsaussage des Axioms III keine Punktspiegelung, 
also eine Geradenspiegelung op mit P eb. Ferner ist ogoy = op = Gpdq. In jedem 
Punkt P einer Geraden a lit sich also ein Lot b errichten. Diese Konstruktion ist ein- 
deutig; denn wire c > P ein zweites Lot auf a in P, so ware o¢oq eine von ap ver- 
schiedene Punktspiegelung mit dem Fixpunkt P, entgegen Axiom III. Jede Gerade g 
enthalt dret Punkte. Denn nach Definition enthalt sie zwei Punkte, etwa A, B. In A 
1aBt sich ein Lot / errichten. Spiegelt man B an J, so erhalt man einen dritten Punkt 
von g. 


Satz 2 (zweiter Dreispiegelungssatz). Sind a, b, c drei Geraden mit dem gemeinsamen 
Lot 8, 80 ist Gaon dc die Spiegelung an einer Geraden mit dem Lot s. 


Beweis. Es sei A der Schnittpunkt von a mit s und B — A%* es, Nach Axiom III 
gibt es eine Punktspiegelung op mit dem Fixpunkt D, die A und B vertauscht. Lage 
D nicht aut s, so wire B + A und s = A B Fixgerade. Der F uBpunkt des von D auf s 
gefallten Lotes ware ein zweiter Fixpunkt von op, was nicht der Fall ist. Also ist 
D és. Es seid das Lot in D auf s. Dann ist oq = Osop. Die Bewegung opo0-04 mit dem 
Fixpunkt A ist nach Axiom I keine Drehung, also eine Spiegelung mit s als Fixgerade. 
Die Spiegelungsachse mu8 daher entweder s oder a sein. Im ersten Fall Ware 0p 0¢04 = 
= Os, 0p0¢ = Gp. Also waren b und c zwei in D auf s errichtete Lote, was ausgeschlos- 
sen ist. Also muB op oc0a = 04, Cadp0c = Oq Sein, w. z. b. w. 

Damit sind alle Bachmannschen Axiome (a. a. O.S. 24) bestiitigt. Folgende 
Warnung sei noch angebracht: Aus unseren Axiomen folgt nicht, daB die Bewegungen 
von den Spiegelungen erzeugt wiirden. Kin Gegenbeispiel liefert die euklidische Ebene 
mit den Ahnlichkeitsabbildungen als ,».Bewegungen‘*. Doch werden jedenfalls die 
Punktspiegelungen aus den Spiegelungen erzeugt. Daher andert sich nichts an der 
Giiltigkeit der Axiome I, IT, III, wenn man nachtraglich nur noch die Spiegelungs- 
produkte als Bewegungen zulaBt. | 
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The Existence of Projective Planes of Class [3 
5 By 
| Jint C. D. 8S. Yaqus 


1. The purpose of this note is to demonstrate the existence of projective planes of 
Lenz-Bartorti class I 3, [2], {1]. To this end we show that the application of the 
“NAUMANN” construction [3], to any ordered associative quasi-field yields a planar 
ternary ring, and that the corresponding plane is of class I 3 provided only that the 
quasi-field is not left distributive; the existence of ordered associative quasi-fields 
of the required type is ensured by examples due to Pickerr [5]. It is shown in the 
course of the proof that a ternary ring which satisfies the second splitting law and 
the associative law of multiplication can be specified in terms of addition and multi- 
plication alone, by rules analogous to those which define a cartesian group; the order- 
ing induced in such a system by an ordering of the corresponding plane is also dis- 
cussed. I am grateful to Professor G. Picker? for his helpful criticism. 

We first recall some fundamental definitions. A projective plane comprises two dis- 
joint sets, whose elements are points and lines respectively, together with a relation- 
ship on satisfying the following axioms: (i) on two distinct points there is precisely 
one line, (ii) on two distinct lines there is precisely one point, (iii) there exist four 
points no three of which are on the same line. A collineation is a one-one mapping 
of a plane onto itself which takes points into points, lines into lines and preserves 
incidence. A P—1 collineation is a collineation which leaves fixed all lines on the 
point P and all points on the line /. A plane is P —1 transitive, for given P and l, if 
and only if for each pair of points X, Y, distinct from P, not on 1 and collinear with P, 
there exists a P —1 collineation which maps X on Y. 

Lenz [2] and Barnorrr [1] have classified projective planes according to the 
figure formed by those point-line pairs (P, 1) for which the plane is P —1 transitive, 
and have shown that only a limited number of such figures can occur; their results, 
while excluding many cases, do not ensure the existence of planes of each remaining 
class. We are here concerned primarily with planes of class I 3: a plane is of class I 3 
if and only if it is Py — 1, and P: — ly transitive, where P, ¢ lo, Pi€l,, Poel, 
P2 ¢lz, and admits no other point-line transitivity pairs. 

We use the coordinate system of PickeErr, [5]. Ina given plane z, let V, U, 0, # 
be four points no three of which are collinear. Let the pencil of lines on V, other 
than VU, and the pencil of lines on U, other than UV, each be labelled biuniquely 
by the symbols of a set S, in such a way that the line w on U and the line v on V 
have the same symbol if and only if the point wo is on the line OB; in particular let 

the symbols of VO, V E be denoted by 0, 1 respectively. Then each point P not on 
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a UV can be labelled biuniquely by the ordered pair (x, y) of elements in S, where 
_ VP, UP have the symbols x, y respectively. The lines not on V can also be labelled 
 biuniquely by ordered pairs of elements in S as follows: (i) for each m in S, the 
line on O and (1, m) is denoted by [m, 0], (ii) for each c + 0 in S, the line on (0, ¢) 
and [m,0] 1 UV is denoted by [m,c]. The point [m,0] A UV is denoted by (m) 
and the line on V with symbol 2 is denoted by [x]; the point V and the line UV 
_ are not labelled in terms of 8S. 

_ Hall's ternary operation, T, is defined on S in terms of the structure of zr: for each. 
—m,x,cin S, T'(m, x, c) = y if and only if the point (a, y) is on the line [m, c]. The 

following theorem is a consequence of the axioms prescribed for z, ([5], pp. 35—36). 


Theorem 1. The ternary operation T derived from any plane x must satisfy the follow- 
ing conditions: 
(i) T(0, x, c) =c, T(m, 0,c) =c for all m, x, cin 8, 
Bh ae tise, 0) sea? (m1, OY = aefor-allimi x an iS; 


(iii) af m1, m2, 1, c2 ES and if my + me, then there is a unique x in S such that 
T (my, 2, C1) = T (me; 2,-¢9), 


(iv) af m, x,y ES, then there is a unique c in S such that T(m, x, c) = y, 


(v) of 21,72, 41, y2 ES and if x1 + x2, yi + Y2, then there exist m,c in S such that 
Pus apec), == este? =o MO: 


Conversely, to each set S which admits a ternary operation T satisfying the conditions 
_ (i)—(v), with 0 +1, there corresponds a projective plane which can be represented as 
above so that the point (x, y) is on the line [m, c] tf and only if T(m, x, c) = y. 


The set S and the operation 7’ comprise the ternary ring, R(S, 7’), of the plane 
with respect to the fundamental quadrangle VUOE; we henceforth denote R(S, 7’) 
by R. Addition and multiplication are defined in FR as follows: for each a,b in R, 
a+6=T7(l1,a,b) and ab = T (a, b,0). It follows from Theorem 1 that the ele- 
ments of & form a loop with respect to addition with unit 0, and that the non-zero 
elements of R form a loop with respect to multiplication with unit 1. The left and 
right additive inverses of the element a in R are denoted by ~ a, —a respectively, 
where (~ a) + a=0,a-+ (—a) = 0. The ternary ring R satisfies the first splitting 
law if and only if T'(m,x,c) = mx +c and satisfies the second splitting law if and 
only if 7(m, x, mc) = m(x + c) for all m, x, c. It is easily seen that the two split- 

- ting laws together imply the right distributive law, m(x +c) = mx + me for all 
m, x,c, and that either splitting law in conjunction with the right distributive law 
implies the other ([5], p. 99). It can be shown that a is U — OV transitive if and 
only if R satisfies the first splitting law and the associative law of multiplication 
and that z is V — OU transitive if and only if R satisfies the second splitting law 
and the associative law of multiplication ([5], p. 102). Thus z is V — OU, U — OV 
transitive if and only if R satisfies both splitting laws (and therefore the right dis- 
tributive law), and has associative multiplication. 

In order to demonstrate the existence of a plane of class I 3, it is sufficient to 
exhibit a plane which is V — OU, U — OV transitive and admits no other point- 
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line transitivity pairs; for we may then take Py = V, P2 = U, = OU, lz = OV 
in the definition of class I 3. In order to exclude the possibility of other transitivity 
pairs, it is sufficient to verify that the plane is not O — UV, V ~VU or 0 —OU 
transitive. For the only Lenz-Bartorrt figures, ({1], p. 214), which can contain the — 
pairs (V, OU), (U, OV) are those which correspond to classes 13, I 4, [Va 2, [Va 3, 
IVb 2, IVb 3 and VII 2. (Note that classes I 5, 1 7 and I 8 have been proved empty 
by Ostrom, [4], and Pickert, [6].) If the plane is of class 14, [Va 2,3 or IVb 2,3, 
then it is necessarily O— UV, V — VU or O — OU transitive respectively, while 
if it is of class VII 2, i.e. desarguesian, it is P —/ transitive for all P and/. A V—OU, 
U — OV transitive plane cannot be O — U V transitive if R is not left distributive 
and cannot be V — VU transitive if addition in F# is not associative. ([5], p. 104, 
p 100.) 

We shall require some results from the theory of ordered planes; for the basic 
definitions see [5], Chapter 9. A perspectivity is a mapping of the form X — BX for 
X €b or of the form x — bx for xe B, where B, 6 are a given point and line such 
that B¢b. A projectivity is a product of a finite number of perspectivities, where 
B,b may vary. In an affine plane, ([5], p. 10), with special line w, a projectivity is 
affine if and only if it maps the points of a line 6 onto the points of a line b’ in such 
a way that (60 @) > (b'No). 

Let a be a given plane and let # be its ternary ring with respect to a chosen 
quadrangle VUOE. If z is ordered, either as a projective plane or, equivalently, as 
an affine plane with special line V U, ([5], p. 227), then R admits a binary relation <, 
such that (i) a+6 ifa <b, (ii) a<cifa<b and b <e, (iii) a<b orb <aif 
a +b. We write b > a if and only if a < b. It can be assumed without loss of gene- 
rality that 0 < 1. ([5], p. 235.) The ordering of R can be derived in the first instance 
from the geometric ordering of the points other than V on V O, with the identification 
(0, c) = ¢. It is a consequence of the affine ordering axioms that every mapping of 
F onto & which corresponds to an affine projectivity of 2 is monotonic. ((5], p. 227, 
p. 232.) The non affine projectivities of x, which must also preserve the projective 
geometric ordering, ([5], p. 227), cannot be represented by mappings of R onto R, 
since, if we adjoin to R the symbol oo corresponding to the point V on VO, then 
¢ -> co and co ->d for some c, d in R. However, by using the quaternary separation 
relation, ([5], p. 225—227), it can be deduced that the restriction to R of any mapp- 
ing of k U oo which represents a non-affine projectivity of 2, with c — oo, is mono- 
tonic in the same sense for x < c¢ and for x >. 

PickeErT has shown that in any ordered plane the mappings z >z+a,z>a+z 
in & are monotonic increasing for all a, provided that 0 < 1 ([5], p. 232). The mapp- 
Ings 2 —> za, 2—> az are monotonic increasing if 0 < a@ and monotonic decreasing 
if a < 0. For the geometric mappings (1, z) > (a, za) and (z, 0) + (z, az) are affine 
projectivities if a + 0, whence the mappings in R are monotonic; since 0 < | they 
are monotonic increasing only if 0 <a and monotonic decreasing only if a < 0. 
Tt also follows that 0 < a-! if 0 <a and that a = 0 if'a = 0), 


2. Definition 1. Let A be a set which admits the operations addition and multiplication 
and which satisfies the following conditions: 
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(i) A ts a loop with respect to addition, with unit 0, 
, (ii) Oa = a0 = 0 for all a in A, 
(iii) the non-zero elements of A form a group with respect to multiplication, with unit 1, 


(iv) ifr, s,te A and ifr +s, t +1, then the equations 


(r+ayt(s+a)=t Ytnytsta=t 


have unique solutions x, y in A. 
Then A is an “‘anti-cartesian group’’. 


Theorem 2. Every anti-cartesian group is a ternary ring with respect to the ternary 
operation 
ee x,c)=m(x+m tc), m+), 


POPs C)=— cs 


_ conversely, every ternary ring which satisfies the second splitting law and the associative 
law of multiplication is an anti-cartesian group. 


Proof. Let A be an anti-cartesian group. In order to show that A is a ternary ring, 
it suffices to show that conditions (i)—(v) of Theorem 1 are satisfied. (i) 7'(0, 2, c) = 
=c= T(m,0,c) follows from the definition of 7 and from Definition 1, (ii), (iii). 
(ii) 7(1, x, 0) = x, T(m, 1,0) = m follow from the definition of 7 and from De- 
finition 1 (i), (iii). (iii) We wish to show that the equation T'(m1, x, ¢1) = T'(mga, a, c2) 
has a unique solution a if m, + mg. If m, = 0, then mz + 0, and the condition reduces 
to x + m5'ce2g = mz'c. This has a unique solution, by Definition 1 (i). Similarly the 
condition is satisfied if mz = 0. If m1,m2+0, we must solve the equation 

my (x% + mz1c1) = mo(% + mz!c2). If myc, = mz'c2, then the unique solution is 
given by x + m;'c; = 0, since m1 + me. If my1c, + mz'ce, then « + mj1c; = 0 does 
_ not yield a solution, and we can write the equation in the form 


mim; = (% + mz ce) (« + myer)-1. 


This is of the same form as the second equation in Definition 1 (iv), since m:m;! +1, 
m;'c,m5} + cg; it therefore has a unique solution «. (iv) We wish to solve 7'(m, x, c) = y 
for c. If m = 0, the equation reduces to c = y. If m +0, we have m(x + m!c) = y, 
i.e. x + m tc = m-1y. This can be solved uniquely for m~!c, since addition is a 
loop, and hence for c, since multiplication is a group and m, +0, is given. (v) We 
require an ordered pair [m,c] such that 7'(m, #1, c)=y1, T'(m, x2, c) = y2, where 
1 + 2X2, Yi + Y2. We note first that m = 0 only if y; = yz, by the definition of 7’, so 
that this possibility can be excluded. We thus have 


mx; + mc) =y1, m{xe-+ mc) = ye. 


Now y; = 0 if and only if 21 + m-!c = 0. In this case yg + 0, so that xg + m-te +0, 
and writing m-1¢ = — 2, (+—2x2), we can solve for m from the second equation, 
whence we can also solve for c. A similar argument holds if yz = 0. If y1, y2 + 0, then 
21 + m-le, xq + m-1c + 0, so that we can write yi (71 + mc) = m = y2(a2 + m-1e), 
from which it follows that ys! yi= (x2 + m-!c)-! (a1 + m-tc). This is of the same 
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form as the first equation in Definition 1 (iv), since y3'y1 + 1, 71 + x2. It can therefore 
be solved for m~!c, whence finally we can find m, c from the earlier equations. — 4 
Conversely, in any ternary ring which satisfies the second splitting law and the 
associative law of multiplication, we can write Z'(m, x, c) = m(x + m-tc), m +0, 
1 (0, x, c) = c. The argument given above can then be retraced to complete the proof ; 
of Theorem 2. a 
It follows that if R is the ternary ring of a given plane z with respect to a chosen” 
quadrangle VUOZ, then z is V — OU transitive if and only if F is an anti-cartesian 
group. The defining axioms for an anti-cartesian group are seen to be analogous to 


those which define a cartesian group, ([5], p. 90): a cartesian group is a ternary ring 


which satisfies the first splitting law and the associative law of addition, and cor- 
responds in the same way to a V — U V transitive plane. 


Theorem 3. Let A be the anti-cartesian growp with respect to a chosen quadrangle 
V UOE in an ordered V — OU transitive plane x. Let f(z) = (r + z)~1 (s + 2) for all 
z2+—rinA,g(z) = (+7) (e+ 8)! forallz + ~sin A. (i) Thenifr >s the mapping 
z—> f(z) is monotonic increasing in each of the regions {z|z << —r}, {z|z > —r}, and 
f(z) > 1 forz < —r, f(z) < 1 forz > —r; ifr < 8 the mapping z — f(z) is monotonic 
decreasing in each of the regions {z|z< —r}, {z|z > ~r}, and f(z) <1 forz < —7, 
f(z) >1 forz> —r. (ii) Ifr<-s, the mapping z->g(z) is monotonic increasing in each 
of the regions {z|z< ~s}, {z|z2 > ~s}, and g(z)>1 for z< ~s, g(z) <1 for 
z2> ~8;ifr>s the mapping z — g(z) 1s monotonic decreasing in each of the regions 
{z|z2< ~s}, {z2|z > ~s}, and g(z) <1 forz < ~8,9(z) >1 forz> ~s. 


Proof. We note first that ina V — OU transitive plane, the equation of the line on 
(m) and (~ d, 0) can be written y = m(x + d) if m +0; for the line [m, c] meets UO 
in (~ m~tc, 0). (i) Let 7, s be distinct elements of A. Let the point Z vary on VO. Let 
41 = (1) UZ) N OU,7 Ze = (ZV (r,1)) A [s], Z’ = UZ2 0 VO. Then Z>Z’' is a 
non-affine projectivity of 2 in which V -> (0, 1), (0, —r) > V. If Z = (0,2), where 
z+ oo, —r, then Z; = (~z, 0), Zz = (s, m(s + z)) where 1 = m(r + 2), and Z’ = 
= (0, 2’) where z' = m(s +z). Thus 2’ = (r + z)-1(s + 2) = f(z). It follows that 
2 —> f(z) is monotonic in each of the regions {z|z << —r}, {z|z > —r}. By the multi- 
plicative ordering properties given in section 1, f(z) = 1 is equivalent tos+tz=rtz 
ifz > —randtor+z2=2s4zifz< —r. The statements in (1) now follow from the 
additive monotonic property and the fact that —r is mapped on oo. (ii) Let 7, s be 
distinct elements of A. Let Z vary on VO. Let Z, = (UZ A OE)V U ((1) U (~7, 0)), 
Z2= UV (4, U(~8,0)), Z = (OZ, A [1])U 0 VO. Then Z->Z’ is a non-affine 
projectivity of 2, in which V + (0, 1), (0, ~s) +> V.IfZ = (0, z), where z + c0, ~s, 
then Z; = (z,z + 1), Z2 = (m), where z + r = m (z +s), and Z’ = (0, 2’) where z’ = 
=m. Thus 2’ = (z + r) (2 + s)-1 = g(z). It follows that the mapping z —>g(z) is 
monotonic in each of the regions {z|z << ~s}, {z |z > ~ 8}. The proof of (ii) can now 
be completed as in (i). 

It is a consequence of Theorem 3 and Definition 1 (iv) that the functions f, g take 
all values between the terminal values in any sub-region (with appropriate inter- 
pretation in A U oo if the sub-region contains the point of discontinuity of the func- 
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tion), and, by the properties of multiplication, that the same holds good for the func- 
tions cf, cg where c is any non-zero constant. 


3. An associative quasi-field, Q, is a ternary ring in which (i) the elements form a 
_ group with respect to addition, (necessarily abelian), (ii) the non-zero elements form a 
- group with respect to multiplication, (iii) both splitting laws and the right distributive 
law hold. We see that every associative quasi-field is an anti-cartesian group. Q is 
_ ordered if and only if it admits a binary relation < satisfying the conditions (i) a +b 
ifa <b, (ii)a <cifa<bandb <¢, (iii)a<borb <aifa +b, (iv) ifa < b'then 
-a+a<b+-2 for all xin Q, (v) ifa <b and 0 <c then ac < be. In this case the 
_ corresponding plane is ordered, with 0 < 1, ([5], p. 237), whence Q has all the ordering 
properties stated in section 1 and also fulfills the conditions of Theorem 3. Q is a 
skew-field if and only if it satisfies the left distributive law, (6 + c)a = ba + ca for 
alla, 6,c in Q. In any case, those elements c of Q which satisfy ca = ac for alla in Q 
form a sub-field of Q, which we denote by C. (See [5], pp. 203—204.) If Q is ordered, 
then C contains a sub-field isomorphic to the rationals, since 0, 1 certainly belong to C 
and the element 1 cannot have finite order in the additive group of Q. 


ons 


Theorem 4. Let Q be an ordered associative quasi-field. Let A be the system derived 
_ from Q as follows : (i) the elements of A are the elements of Q, (ii) multiplication in A is 
_ the same as multiplication in Q, (iii) addition, @, in A is defined by 


a@®b=a+bifab=o, 
a@®b=ka+bifab<0and \ka| < ||, 
a@®b=a+k 1b if ab <0 and |ka| = |b}, 


where k, +1, is a fixed element in C such that 0 < k. Then 2s is an anti-cartesian growp 
which satisfies the right distributive law. 


Proof. It is evident that A is right distributive; for Q is right distributive and 
multiplication cannot affect the sign-relation or relative modulus of two elements to 
be added. We must show that A satisfies the conditions of Definition 1. A is certainly 
closed with respect to addition, and has additive unit 0. To demonstrate that A is an 
additive loop, we must verify that the equations x @ b= c, b @y = c have unique 
solutions x, y. It is sufficient to consider only c = 0, by the right distributive law. 
When c = 0, x = —k-1b and y = —kb. Note that @ is therefore not associative. If 
e>b>0,c=y=c-b. Le>0>),¢2=¢c—k1b,y=c— kb. Ifb>¢>0, 
x = k-1(c — b), y = k(c — b). Conditions (ii) and (iii) of Definition | are certainly 
satisfied. To prove (iv), we make use of Theorem 3. We must show that the equations 
(r@®x)-1 (s @ xz) =t, (y@r) (y@s)1= ¢t have unique solutions 2, y for all r,s, tin A 
such that r +s,¢+1. Let F(x) = (r @z)-1(s Oa), «+ —kr. If r >s > 0, then 


E(x) = (kr+a)1(ks+2), x<—kr, 
= (r+ k-12z)-1(ks+ 2x), —kr<«s—ks, 
=(r+k tz)1(s+k 12), —ksSxs0, 


=(r+a2)1(s+2), Oma 


£ 


‘" 
380 J.C. D. S. Yaqus ARCH. MATH. 
i.e. F(a) = (kr + 2x) (ks +2), x<—kr, 
=k(kr+2)1(ks+ 2), —kr<xs—ks, 
= (kr + 2x) 1(ks +2), —ksSaxso, 
=(r+x)-1(s+2), 0s2z, 


since k commutes multiplicatively with every element of A. 

Since r > s and kr > ks, each constituent of F (2) is monotonic increasing within 
its region, by Theorem 3. This implies that F(x) takes all values between the terminal 
values within each region, as we noted at the end of Theorem 3. Moreover, by 
Theorem 3, 1 < F(x) < oo for x < —kr, 0 < F(x) <0 for —kr<2x< —ks, 
0S F(x) Sr's for —ks Sx <0 and r-!s S F(z) < 1 for x= 0. Hence F(z) 
takes every value except 1 precisely once, and we can therefore solve the equation 
F(x) = ¢ uniquely for +1 whenr>s> 0. 

A similar argument can be applied to all the other cases which arise from differ- 
ent sign-combinations of r and s. In each constituent region F(x) is of the form 
ki(p + x)-1 (q + 2), where 1 = 0, 1 or —l and p=r or kr, g=s or ks. If r and s 
have opposite signs, then certainly kr +s, ks +r; if r and s have the same sign, then 
r ® x involves k if and only if s @ x involves k. Thus p and q are always distinct and 
p =f if and only if r= s. Hence, for any fixed distinct values of r and s, F (x) is 
monotonic, in the same sense, within each of its regions, and takes all values between 
the terminal values within each region. Moreover, in every case x = — kr is the only 
true point of discontinuity; for at x = —ks, F(x) = 0, and at x = 0 each of the 
functions r © x, s @ a is continuous. (If one of r, s is zero, there are fewer regions to 
consider and no added difficulties.) Hence the equation F(x) =¢ can be solved 
uniquely for x iff+1,r+s. 

In the same way we can show that the function @(y), defined by 


Gy=YOrnyO@s), yr—k's, 


is monotonic and takes all values except 1 for each distinct pair 7, s. Thus the proof 
that A is an anti-cartesian group can be completed. 


Theorem 5. The plane x which corresponds to an anti-cartesian group A constructed 


in accordance with Theorem 4 is of class I 3 provided only that the quasi-field Q is not 
left distributive. 


Proof. Since, by Theorem 4, A is an anti-cartesian group with the right distributive 
law, tis V — OU, U — OV transitive. We have seen in section 1 that z is of class I 3 
provided that A violates the associative law of addition and the left distributive law 
and that z is not O — OU transitive. We have already noted, in the course of proving 
Theorem 4, that addition in A is not associative. Suppose, if possible, that A is left 
distributive. If a, b,c > 0, then by definition (6 @ c)a = (6+ c)a,ba @ca=ba+ca; 
thus (6 + c)a = ba + ca forall a,b,c > Oin Q. But writing b + c = d, we now have 
da — ca = (d —c)a for all d,c,a>0 in Q. Since addition in Q is abelian and 
(—l)¢g = —¢ = ¢(—1) forall q in Q, it is easily deduced that the left distributive law 
holds universally in Q, contrary to hypothesis. Hence A cannot be left distributive. 
Under the construction of Theorem 4, the field C in Q becomes a sub-system ©” of A. 
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0’ is an anticartesian group with the right distributive law, by Theorem 4, and it also 
satisfies the left distributive law, since multiplication in O’ is commutative. The 
corresponding sub-plane, a’, of a is therefore V—OU, U —OV and O— UV 
transitive. (See section 1.) By the Lenz-Bartorrr Theorem, wz’ can only be of class I 4 
or of class VII 2. ({1], [4], [6].) But since addition in 0’ is not associative z’ is in fact 
of class I 4, and in particular is not O — OU transitive. It follows that z’ contains 
configurations which violate the O — OU Desargues’ Theorem, ([5], p. 76), whence, 
since 2’ is a sub-plane of 2, z is not O — OU transitive. This completes the proof of 
‘Theorem 5, 
Prcokert, ((5], pp. 238—240), has given examples of ordered associative quasi-fields 
which are not left distributive. Hence we have the theorem 


Theorem 6. There exist projective planes of LENZ-BaRuortt class 1 3. 
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Uber die kleine Reidemeisterbedingung 


Von 


Heinz LUNEBURG 


Es besteht die Vermutung, da® in endlichen projektiven Ebenen aus der kleinen 
Reidemeisterbedingung der Satz von Desargues folgt. Bisher war nur bekannt, daf 
dies richtig ist, falls man noch voraussetzt, daB die Ordnung der Ebene eine Primzahl- 
potenz ist (Gueason [4] Theorem 2.5). Wir werden nun in dieser Note beweisen, dafB 
ein Gegenbeispiel notwendig die Ordnung 60 hat und dap die additive Loop eines jeden 
Ternirkérpers eines solchen Gegenbeispiels isomorph ist zu LF (2,4). Der Beweis dieses 
Sachverhaltes beruht auf einem griindlichen Studium der Gruppen GP®, deren von 
Eins verschiedene Elemente alle Primzahlordnung haben (LUNEBURG [5]). Es ergibt 
sich bei diesem Beweise, daf solche Gruppen entweder auflésbar oder aber zu LF (2,4) 
isomorph sind, so daB also LF (2,4) die einzige nicht-aufléisbare Gruppe ist, deren Ele- 
mente alle Primzahlordnung haben. 


Wir beweisen zunachst den 


Satz. Ist € eine endliche projektive Ebene mit einer von 60 verschiedenen Ordnung und 
gilt in © die kleine Reidemeisterbedingung, so ist © desarguessch. 


Beweis. Wir tibernehmen die Bezeichnungen aus [5]. Nach GLEASON [4] Lemma2.2 
sind alle Gr ® Gruppen und nach Lityesure [5] haben alle Elemente (+1) von GP Q 
Primzahlordnung. Die zyklischen Untergruppen von G?® bilden also eine Partition 
of ® von GP2. Ist o?@ keine Frobeniuspartition (s. BAER [1] S. 333), so ist GP® eine 
p-Gruppe. Wiire némlich G?°® keine p-Gruppe und wiire K ein eigentlicher Normal- 
teiler von Gr 2 so wiire K, da alle Komponenten von oP Q Primzahlordnung haben, ein 
o, °-zulassiger Normalteiler von G?P®. Nach Basr [1] Satz 5.1 (c) ist dann K eine 
Komponente von o7'®. Ebenfalls aus [1] Satz 5.1 (c) folgt, daB [GP®: K] eine Primzahl 
p ist. Nach [1] Satz 5.1 (a) ist dann p ein Teiler von 0(K) und folglich 0(K) = p. Also 
ist 0(GP%) = p? und folglich G}@ primar im Widerspruch zu unserer Annahme. qi4 
ist also einfach. Nach Suzuxr [7] ist dann GP® entweder isomorph einer L F'(2, p") 
(p eine Primzahl) oder isomorph einer der neuen einfachen Gruppen von Suzuxk1. Der 
zweite Fall kann aber nicht eintreten, da in diesem Falle die 2-Sylowgruppe nicht 
abelsch ware (SuzuKr [6] S. 869), wahrend in unserem Falle jede 2-Sylowgruppe eine 
elementarabelsche 2-Gruppe ist. Es ist also G?® isomorph einer LF (2, p’). Ist p un- 
gerade, so gibt es in GP® zyklische Untergruppen der Ordnung 2-1(p" + 1) und 
2°! (p" — 1) (DicKson [3] S. 285). Da alle Elemente von G?® Primzahlordnung haben, 
so sind folglich 2-1(pr + 1) = q und 2-1(pr — 1) = q — 1 Primzahlen. Daraus folgt, 
daB gq = 3 und somit p"™ = 5 ist. Also ist GP? isomorph zu LF (2,5), die wiederum iso- 
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morph ist zu LF'(2,4). Ist p = 2, so gibt es in GP zyklische Gruppen der Ordnung 
2r + 1 und 2" — 1 (Dickson [8] S. 285). Diese beiden Zahlen miissen wieder Prim- 
_zahlen sein. Von den drei Zahlen 2" — 1, 2" und 2” + 1 ist aber eine durch 3 teilbar. 
_ Also ist 2" — 1 = 3 und 27 = 4, Wir haben also wieder, daB GP? cu LF (2,4) isomorph 
_ ist. Ist nun n die Ordnung von &, so ist n = 0(GP®), Aus der Annahme, daB GP? nicht 
_ primar ist, folgt also, daB n = 60 ist, was wir ja ausgeschlossen haben. GP ist dem- 
nach primar. 
. Was unsere Bemerkung iiber die Kennzeichnung der L F (2,4) anbelangt, so haben 
_ wir bisher gezeigt, daB eine nicht-auflésbare Gruppe, deren Elemente alle Primzahl- 
-ordnung haben und deren zyklischen Untergruppen eine Partition bilden, die keine 
Frobeniuspartition ist, isomorph ist zu LF (2,4). Um unsere Bemerkung vollstandig 
zu beweisen, brauchen wir also nur noch zu zeigen, da eine Gruppe, deren Elemente 
_ alle Primzahlordnung haben und die weder primar noch zu L F (2,4) isomorph ist, auf- 
lésbar ist. 
Sei nun G7? nicht primar. Da o(GP ®) + 60 ist, folgt, daB o} ° eine Frobeniusparti- 
_ tion ist. Ist die Fittingsche Untergruppe GP? von GP eine Komponente von aie 
so ist nach Bazr [1] Satz 4.1 (1) und (2) die Ordnung von G7® gleich pq (p und q 
_ Primzahlen mit p + q). Also ist G?® auflosbar. Ist 5G? ® keine Komponente von Gas 
so ist nach Bakr [1] Zusatz 4.2 (a) sar ® primar. Ist p¢ die Ordnung von § Gr 2 so ist 
wieder nach [1] Satz 4.1 (1) und (2) die Ordnung von GP® cleich p%q. In jedem Falle 
ist GP auflésbar, da die Ordnung von G'@ durch genau zwei Primzahlen teilbar ist. 
Die Kennzeichnung von LF (2,4) ist also vollstaéndig bewiesen. 
Sei nun n = pq. Nach Lunesore [5] gibt es dann Teilebenen sowohl der Ordnung p 

als auch der Ordnung q. Da n kein Quadrat ist, ist dann nach Bruck [2] Lemma 3.1 

sowohl p2 + p < pqals auch q2 + q < pq, was nicht sein kann. Folglich ist 0(@7'@) = 

= p%q mit a >1. SchlieBlich folgt aus n = 0(G?®), daB o}® genau dann fiir jede zu- 
lassige Wahl von P, Q und g eine Frobeniuspartition ist, wenn o?® fiir ein festes 
Tripel P,Q und g eine Frobeniuspartition von G) 2 ist. Ferner folgt in diesem Falle, daB 
SGP° fiir jede zuldssige Wahl von P, Q und g die Ordnung p% hat. 

Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen uns, daB es einen Primteiler p von n gibt, 
so daB die p-Sylowgruppe J7?® von GP ® fiir jede zulassige Wahl von P, Q und g ein 
Normalteiler von GPe ist. Sei nun h = PQ und Reh mit R+P, gnh. Nach 
GLEAson [4] 8. 805 sind die Gruppen GP? und G?* vertauschbar. Nach WIELANDT [8] 
Satz 8 sind dann auch Tie und (apes vertauschbar. Q, R, S,..., U seien nun alle 
Punkte auf h, die von P und g Wh verschieden sind. 4G = GP? GP? ... GPU ist folglich 
eine Gruppe und JJ = /P@717* --- IT PU ist eine p-Gruppe von G. Die Lange eines 
Transitivitatsgebietes von // ist eine Potenz von p. Ist p% die héchste in n aufgehende 
Potenz von p, so ist die Lange eines Transitivitatsgebietes von /7 mindestens p?, da 
jedes Transitivitatsgebiet eines jeden Faktors //, ”S von IT genau die Linge p“ hat. Es 
gibt nun mindestens ein Transitivitatsgebiet t von /7 der Lange p%, da sonst p** ein 
Teiler von n ware. Daraus folgt, daB ¢ ein Transitivitatsgebiet eines jeden Faktors /7, te 8 
von // ist. Sind nun X und Y zwei verschiedene Punkte von ¢, so erzeugen folglich P, 
S, X, Y eine projektive Ebene iiber dem Primkorper der Charakteristik p (vgl. Ltnu- 
BURG [5]). Es gibt folglich ein Element y € G*Y¥ mit P’ = 8 und o(y) = p. Daraus 
folgt, daB bereits die p-Sylowgruppe 7,” von Gj * auf h — {hg} transitiv ist. Da 


384 H. Linesure ARCH. MATH. 


GXY auf h — {h Og} scharf transitiv ist, folgt, daB IZ ¥ = Gk¥ ist. Folglich ist n= 
= p* und & nach GiEason [4] Theorem 2.5 desarguessch, q. e. d. 


Zusatz. Ist © eine Ebene der Ordnung 60 und gilt in © die kleine Reidemeister- 
bedingung, so ist die additive Loop eines jeden Terndrkérpers von & isomorph zu LF (2,4). 


Beweis. Ist A die additive Loop eines Ternarkérpers von &, so gibt es, da in € die 
kleine Reidemeisterbedingung gilt, eine Gruppe GP@, die zu A isomorph ist. In A gibt 
es folglich eine Partition o, deren Komponenten alle ‘Primzablocdntng haben. o kann 
keine Frobeniuspartition sein, da sonst die Ordnung von A, wie wir gesehen haben, 
durch genau zwei Primzahlen teilbar ware, die Ordnung von A aber gleich 60 ist. Da A 
also auch nicht primar ist, ist folglich A isomorph zu LF (2,4), q. e. d. 
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Kinfache Anwendungen der Poincaréschen Indexmethode 


ve Von 


Hawns-FRigepRIcH MUNZNER 


In dieser Note wird zunachst ein Kriterium dafiir abgeleitet, daB ein auf einer ge- 
schlossenen zweidimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit von Null ver- 
schiedener Eulerscher Charakteristik definierter zweistufig kovarianter symmetrischer 

_ Tensor vom metrischen Fundamentaltensor linear abhangt. Als Anwendungen er- 
geben sich eine Bedingung dafiir, daB zwei auf der Mannigfaltigkeit M definierte 
zweistufig kovariante symmetrische positiv definite Tensoren konforme Metriken in- 
duzieren, und eine Charakterisierung der zu einer Eiflache ahnlichen Flachen. Ferner 

_ werden Ergebnisse von H. Horr aus [1] iiber analytische Weingartensche Flachen!) 
zu einem Satz iiber gewisse Tensorfelder auf analytischen Mannigfaltigkeiten um- 
gedeutet und daraus ein Kongruenzsatz fiir isometrische geschlossene Flachen ab- 
geleitet. | 

Bei den Beweisen wird die Indexmethode benutzt. Der Index j2) einer isolierten 
Singularitat eines einstufigen Tensorfeldes auf einer zweidimensionalen orientierbaren 
Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist erklart als die durch a dividierte Anderung der 
Feldrichtung bei einem positiven Umlauf der Singularitat. Sind die Singularitaten des 
Feldes isoliert, so gilt, wenn M geschlossen ist, fiir die Gesamtsumme der Indizes 9; 
aller Singularitaten die Poincarésche Formel De = 27, wobei y die Eulersche Cha- 
rakteristik von M ist. Daraus folgt zum Beispiel, da’, wenn y von Null verschieden 
ist, jedes Richtungsfeld auf M Singularitaten besitzt. 

Es sei M eine zweidimensionale stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit ; auf ihr sei 
ein einmal stetig differenzierbarer positiv definiter metrischer Fundamentaltensor giz 
gegeben. Mit g;; ist der Diskriminantentensor ¢;,°) und die kovariante Ableitung, die 
wir durch zwei kleine Doppelstriche vor dem Index der Ableitung kennzeichnen, de- 
finiert. 

Wir betrachten auf M symmetrische Tevsoren Ci, und D;, und setzen 
(1) (CX Dix = 4 2? (Cot Daz + Cox Doi) - 


Die Bildung (C x D);z, ist alternierend und in beiden Faktoren linear und homogen. 
Insbesondere gilt : 
(a) Ciz und Dix sind in genau den Punkten linear abhdngig, in denen (C x D)ix ver- 
schwindet ; 


1) Weingartensche Flachen sind Flachen mit einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen. 
2) Man vergleiche [1]. : 
3) 4, = €22 = 0, e12 = —€21 = |V/g|. Dabei ist g die Determinante von giz. Es gilt exgnr = 0. 
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(b) O%(C x D)ix = 04). = 


- r , . & ‘a 
Der Tensor (g < C)x 1éBt sich in einfacher Weise geometrisch deuten. Die Gleichung 
(g X O)ixdu'du® = 05) stellt nimlich das (wegen (b) immer reelle) N etz der Winkel- 
halbierenden des (méglicherweise auch komplexen) Netzes Ci,dutduk =O dar. 
Wir beweisen jetzt folgenden Satz: ; 


Satz 1. Die stetig differenzierbare orientierbare zweidimensionale Riemannsche Mi annig- 
faltigkeit M mit dem stetig differenzierbaren positiv definiten Fundamentaltensor giz set 
geschlossen, und ihre Bulersche Charakteristik 4 sei von Null verschieden. Der auf M 
definierte stetig differenzierbare symmetrische Tensor Ly, geniige der Differentialgleichung 


(1) Lixit = hiLix, . oe 


wo hy ein auf M stetiger Tensor ist. Dann gilt Lik = giz, wo A eine stetig differenzierbare 
Funktion auf M ist. : 
Gilt hy = 0, so ist 2 konstant. 


Korollar 1. M sei eine geschlossene stetig differenzierbare zweidimensionale orientier- 
bare Mannigfaltigkeit mit von Null verschiedener Eulerscher Charakteristik. Die zwei 


_ auf M definierten symmetrischen positiv definiten und stetig differenzierbaren Tensoren 


Jizr und Giz induzieren, aufgefapt als metrische Fundamentaltensoren, genau dann die 
gleiche Winkelmessung auf M, wenn 


GJikyt = higix 


gilt®). . 

Korollar 2. F und F seien zwei dreimal stetig differenzierbare geschlossene Flichen 
im dreidimensionalen Euklidischen Raum. Sie seien beide auf die gleiche Parameter- 
mannigfaltigkeit M bezogen; ihre ersten Fundamentaltensoren seien giz und giz. Ist dann 
F eine Eifldche, und geniigt gi, auf M der Differentialgleichung giz. = 0°), so sind F 
und F einander dhnlich. 


Beweis von Satz 1. Wegen y +0 existieren auf M Singularitaéten des Netzes 
(9 < L)ixdutdu* = 0; in ihnen verschwindet (9 < L)ix. Es sei P ein Punkt von M mit 
(9 x L)ix(P) = 0. Eine gewisse Umgebung von P beschreiben wir durch lokale Para- 


meter uf, | ut] <a (it = 1,2); P werde durch ui — 0 dargestellt. Aus (I) folgt unter 
Beriicksichtigung des Lemmas von Rrcct 


(9 X L)txyz = hi(g X Lig. 


Das lings des Kurvenstiickes u2 = 0, |u1| < a definierte lineare homogene gewohn- 
liche Differentialgleichungssystem 


(9 X L)ixia *) = hi(g x Lie + Din* (9 Lax + Pe1* (9 X L) ae 8) 


4) Ist Aj, ein beliebiger Tensor auf M, so ist Atk — elt kB 44g der zu Aix adjungierte Tensor. Es 
gilt A Ap, = || Aix) J 
g 


x3 || Aix] ist die Determinante von 4A;,. 
5) wt (i = I, 2) seien lokale Parameter auf M. 

6) Die kovariante Ableitung bezieht sich auf Jik- 

7) Der kleine Strich bedeutet die gewohnliche Ableitung. 
8) Die I; sind ChristoffelgréBen 
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a it der Anfangsbedingung (9 X L)ix (0,0) = 0 besitzt die eindeutig bestimmte Lésung 
4 (9 X Lex (ut, 0) = 0. Entsprechend beweist man das Verschwinden von (g * L) ix fiir 
alle Paare (ut, w) mit | u!| < a (i = 1,2). Die Menge der Nullstellen von (gy x L) 4x ist 
~ also offen und umfaBt daher ganz M. Wegen (a) ist damit der Satz bewiesen 9). 

__ Korollar 2 ist eine Anwendung des bekannten Kongruenzsatzes fiir isometrische 

- Hiflaichen. 

___ Der folgende Satz A ist eine geringfiigige Verallgemeinerung von Ergebnissen von. 
¥ H. Horr aus [1]. Um ihn bequem formulieren zu kénnen, definieren wir: Eine Teil- 
- menge Yt einer (Ny, N2)-Ebene (Nj, Ne seien reell) heiB®t ,,zulassig‘‘, wenn sie fol-— 
_ gende Eigenschaften besitzt. é 
/ 1. Aus (Ni, Ne) eM folgt No => Ni 
2. Wenn (N,N) eM und (Ni, N3) (v = 1,2) eine Folge von Elementen aus M ist mit 
Ni + N35 fiir alle » und lim (N}, N35) = (N, N), dann existiert 


Ni— N 


cane ae 


v—-oo 


x(N) 


und ist von 0 und co verschieden. 


4 Satz A. M sei eine zweidimensionale analytische M annigfaltigkeit, giz ein analytischer 
 positiv definiter metrischer Fundamentaltensor auf M und Ly, ein weiterer symmetri- 
_ scher analytischer Tensor mat 

: el Liz = 9. 

km, 

¢ 

: 

; 


Ny und Ne seien die Eigenwerte von Liz, beztiglich gin (Nz = Ni). Ist dann Po ein Ele- 
— ment von M mit Ni(Po) = N2(Po) = N und liegen fiir alle P einer gewissen Um- 
— gebung von Po die Tupel (N1(P), N2(P)) in einer ,,zuldssigen‘ Menge M, so gilt ent- 
weder 
Lin = Agix 


auf ganz M, ier Po ist isolierte Nullstelle von (g X L)ix, und fiir den Index j des Netzes 
(9 x L)ix dutdu® = 0 an der Stelle Po gilt sign j = sign x(N). 


Dem Tensor Lj, entspricht in [1] der zweite Fundamentaltensor des betrachteten 
Flachenstiickes im dreidimensionalen Euklidischen Raum. H. Horr benutzt beim 
_ Beweis des entsprechenden Satzes (Satz II’ in [1]) nur die Codazzischen Gleichungen 
und die Existenz des ,,Kriimmungs-Differentialquotienten“, die sich aber durch die 
Higenschaft 2. der ,,zuldssigen‘‘ Menge 2 ersetzen 1iBt, ohne daB sich der Beweis 
andert 1°). 
Wir wollen diesen Satz zum Beweis eines Kongruenzsatzes verwenden. 


9) Setzt man fiir M, gix und Lj, eine héhere Differenzierbarkeitsordnung voraus, so folgt schon 
im Kleinen aus (I) durch Heranziehen der Integrabilitiitsbedingungen die Giiltigkeit von Liz, = 
= Ag; oder das Verschwinden des Kriimmungsskalars S von g;,. Daraus ergibt sich auch die Be- 
hauptung von Satz 1, denn nach dem Satz von Gauf-Bonnet existieren keine zweidimensionalen 
Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit 7 +0 und S = 0. 

10) Vel. K. Voss [2]. 
25* 
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Satz 2. Es seien F und F zwei auf die gleiche Parametermannigfaltigkeit M bezogene 
isometrische geschlossene orientierbare analytische Flachen im dreidimensionalen Euklidi- 
schen Raum mit der Eulerschen Charakteristik y. Ihre ersten und zweiten Fundamental. 
tensoren seien giz = gin und Bix, Bix. Sie seien so orientiert, dap Biz, und Bix in den 
Punkten positiver Gaupscher Kriimmung positiv definit sind. Wir setzen Bi, — Bix = 
= Liz und bezeichnen die Eigenwerte von Liz (beziiglich gix) mit Ny, Nz (Nz = N4). 
Weiter sei MN eine ,,zuldssige: Menge, und fiir alle P © M gelte (Ni(P), No(P)) © M. 

I. Gilt dann 
(a1) sign x(NV) < 0 fiir alle N mit (N, N) © M, 

(Bi) 4>9, : 
dann sind F und F kongruent. 

Il. Gilt 
(a2) sign x(V) > 0 fiir alle N mit (N, N) eM, 

(B2) ve <0 ? 2 
dann sind F und F kongruent. 


Beweis. Wir beweisen Fall 1: Aus den Codazzischen Gleichungen und der Iso- 
metrie von F und F folgt 


E* Ligit ="0. 


Waren Lix und giz nicht linear abhangig auf ganz M, so hatte wegen («;) das Netz 
(g x L)ixduédu*® = 0 nach Satz A hochstens isolierte Singularitaten, und fiir die Ge- - 
samtsumme ihrer Indizes wiirde > j < 0 gelten. Das steht nach der Poincaréschen 
Formel im Widerspruch zu (61). Also gilt auf ganz M 


Lik = Agix. 


Die Elemente von M, denen auf F bzw. F Punkte positiver GauBscher Kriimmung 
entsprechen, bilden eine nicht leere offene Menge U. In ihr gilt: 


Liz Lik < 01), 


Wegen Liz, Lik = 272 folgt 2 = 0 und damit Li, = 0 auf U. Da Fund F analytisch 
sind, ergibt sich das Verschwinden von Lx auf ganz M, woraus die Kongruenz von 
F und F folgt. 

Der Beweis zu IT léuft analog. 


Zum SchluB soll noch gezeigt werden, da® es Paare isometrischer Flachen mit der 
Kigenschaft gibt, daB zwischen den Kigenwerten der Differenz der zweiten Funda- 
mentalformen eine Relation besteht. Sei F ein dreimal stetig differenzierbares Flachen- 
stiick mit konstanter mittlerer Kriimmung 7, giz (bzw. Bix) sei der erste (bzw. zweite) 
Fundamentaltensor. Dann existiert ein isometrisches Flachenstiick # mit den Funda- 


aD el. z BETS 


bi 


Ce: Mg mA takes es 


reat seats 


MY : 


/ 


m Dantaltenoren 9 ae = Gir und Bu = = “OH dik = Be denn at IntegrabilitStebedin- SA 0 

gungen e! Boxy =0 und Bik Rie a ie 1) sind erfiillt. S33 
Die Bigenwerte Ni, Ne von Biz — che ie Pre geniigen der Relation Ny 1 iat No= 0, 3 2 
w ie man aus den Gleichungen ; ae 


‘+. N ‘ , . ' i 
| Li ; oth re: | Zee | tk | 'N gtk Lix + N2 ¢ ee: 
SS git Lip = 4H —4H =0 oe 
ersieht. ae 
aN : Nee 
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Uber regelmiifige Sternfiguren mit extremalem Umfang und Inhalt 


Von 


WENDELIN Diecun und Hermann Muny 


Unter den konvexen Vielecken, die einem Kreis einbeschrieben sind, sind die regel-_ 
-maBigen dadurch gekennzeichnet, daB sie maximalen Inhalt bzw. maximalen Um- 
fang haben!), Was 1aBt sich iiber die Extremalfiguren aussagen, wenn die Voraus- | 
setzung der Konvexitat fallen gelassen wird ? — Diese Frage hat kiirzlich L. Frsxs 
T6TH2) aufgeworfen und die vermutete Lésung angegeben. Aufgabe der vorliegenden 
Note soll es sein, zu zeigen, daB beide geiuBerten Vermutungen (s. u. Satz I und I) 
tatsachlich zutreffend sind. 
Sind in einer euklidischen Ebene n Punkte in zyklischer Reihenfolge geordnet, so 
kann man sie mit P; (¢ ganz) bezeichnen und mit den Indizes modulo n rechnen. Ver- 


bindet man die Punkte durch die Strecken P; Pj:1, so nennt man die entstehende 


Figur ein allgemeines n-Eck mit den Ecken P; und den Seiten P; Pi+1; wir bezeichnen 
dieses n-Eck auch mit (Po, P1,..., Pn-1). 

Unter dem Umfang S(Po, P1,..., Pn-1) versteht man (wie gewohnlich) die Ge- 
samtlange der Strecken P;Pii, (¢ =0,1,...,2—1) und unter dem Inhalt 
F (Po, Pi,..., Pn-1) die Summe der orientierten Inhalte der Dreiecke mit den Eck- 
punkten P;, Pii1, M(i = 0, 1, ..., — 1), wobei M ein beliebiger Punkt der euklidi- 
schen Ebene ist. Es ist leicht einzusehen, daB diese Definition unabhangig von der 
Wahl von M ist. 

Das n-Eck hei&t dem Kreis K einbeschrieben, wenn alle Eckpunkte auf der 
Peripherie liegen. Unter den einem Kreis K einbeschriebenen Vielecken seien die 
(verallgemeinerten) regelmiBigen besonders hervorgehoben. Ist d eine natiirliche 
Zahl (mit d < n), so bezeichnet man mit dem Symbol {n, d} dasjenige n-Eck, dessen 
Kcken auf d Kreisumfangen gleichmafig verteilt sind3). Die Zahl d heiBt die Dichte 
des Vielecks. 

Kinige Beispiele (s. Fig. 1) seien zur Erliuterung angefiihrt: Fiir d = 1 sind es die 
regelmaBigen Vielecke im gewéhnlichen Sinn; fiir d > 1, (d,n) = 1 hat man stern- 
formige Vielecke; wenn d und n nicht teilerfremd sind, etwa d = d'p und n = n'p 
mit (d’, n’) = 1, wird das Vieleck mit dem Symbol {n', d'\ p-mal durchlaufen; fiir. 
n = 2d sind es d-mal hin und her durchlaufene Durchmesser. 


1) Vel. [3]. 
*) AnlaBlich eines Kolloquiums in Freiburg i. Br. am 3. 3. 1961. 


3) Die Figuren {n, di}, {n, dz} sind also, falls d; + do =n ist, deckungsgleich und nur ent- 
gegengesetzt orientiert. 


4 


n mit extremalem Umfang und Inhalt 


_ Bezeichnet man mit N,(K) die Menge derjenigen n-Ecke, deren Eckpunkte P; 
4 innerhalb oder auf dem Kreis K liegen, so lautet unsere Frage: Welche Vielecke von 
Mn (K) haben maximalen Umfang und welche extremalen Inhalt ? 


a 


é Nach diesen Vorbereitungen kénnen die beiden Satze formuliert werden: 


2 ‘Satz I. Das regelmapige, dem Kreis K einbeschriebene Vieleck {n, d}, wobei d méglichst 
— nahe*) bei n/2 liegt, hat von allen n-Ecken der Menge My (K) maximalen Umfang. 


Ks sei darauf hingewiesen, daB fiir ungerade n die beiden Extremallésungen 
{n, ae {n, “-H deckungsgleich sind. 

Fir gerade v ist die Richtigkeit des Satzes unmittelbar einzusehen. Jede Seite der 
Figur {n, n/2} ist namlich Durchmesser des Kreises K. Man kann sich daher beim 

_ Beweis auf ungerade n beschraénken. 

_ Fiir den Inhalt lautet die entsprechende Aussage: 


my 


Satz Il. Das regelmipige, dem Kreis K einbeschriebene Vieleck {n, d}, wobei d még- 
_ lichst nahe bei n/4 liegt, hat von allen n-Ecken der Menge Mn (K) maximalen Inhalt. 


Bemerkenswert ist, da8 hiernach fiir n = 2 (mod 4) zwei wesentlich verschiedene 
Extremallésungen existieren,; wahrend in allen anderen Fallen die Losungen bis auf 
Bewegungen eindeutig sind. 

Wegen der Invarianz der Aufgabe gegentiber Ahnlichkeiten geniigt es, zum Nach- 
weis von Satz I und II fiir K den Einheitskreis zu wahlen. Weiter kann man sich auf 
solche Vielecke beschranken, die dem Kreis K einbeschrieben sind. Liegt namlich noch 
mindestens ein Eckpunkt, etwa P;, im Innern von K, so kann man diesen Punkt 
(z. B. langs einer geeignet gewahlten Geraden) stets so auf die Peripherie von K 
schieben, daB sich dabei der Umfang echt vergréBert. Ahnlich verfahrt man beim 
Inhalt. Hier verwenden wir die Beziehung 


4) D.h.: d so, daB | oo d | minimal. 


ee Rea eg Oe Foe OL LMS ie yf ye Fe MOE ee CER NT OF ya Se. eh ye ae 
<i Au : Fe “ ' ‘ ‘ . eae fay teed we oe’ var 

; ey Se : P sie = Ns SS 
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FP(M, Py-1, Pi) + FM, Pi, Pixr) = F(M, Pi-1, Ps, Pest) 9) 


und die Tatsache, daB der orientierte Inhalt des allgemeinen Vierecks (M, P;-1, 
P;, Pis1) gleich dem passend orientierten Inhalt desjenigen Dreiecks A ist, von dem 
zwei Seiten jeweils parallel und gleich lang wie die beiden Diagonalen M P; und 
P;-, P,4, sind. Daher vergréBert man den Inhalt sicher echt®), wenn man P; durch 
einen der beiden Endpunkte D, D’ des auf Pj-1 Pi+1 senkrecht stehenden Durch- 
messers ersetzt, denn die zu (M, P;-1, D, Piy1) baw. (M, Pi-1, D’, Piss) gehorigen 
Dreiecke A*, A*’ haben unter allen Dreiecken A (bei in K variablem P;) extremalen 
Inhalt und sind gegensinnig orientiert. 

Die nun folgenden Beweise dieser Sitze wurden von beiden Verfassern unabhangig 
voneinander gefunden; da sie sich auch in methodischer Hinsicht unterscheiden — 
der eine wird analytisch, der andere elementargeometrisch gefiihrt — seien sie beide 
hier wiedergegeben. 


Teil A (W. DeceEN). Wir wahlen, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, fiir K 
einen Kreis vom Radius eins und M als dessen Mittelpunkt. Mit q; bezeichnen wir 
den halben von M P;-; und M P; eingeschlossenen orientierten Winkel. Es ist dann 


(1) —~$<msF C2 2noms 
(2) S = 2) sin | gil, 

i=l 

1x. 
(3) —_— pete 


Da sich das Vieleck schlieBt, ist die Summe der Winkel gyi immer ein ganzes Viel- 
faches von z: 


(4) 


Mes 


V=kx (k ganz) . 
i 
Umgekehrt gibt es auch zu jeder Winkelfolge Q = {P1,-.-, Pn}, die den Bedingun- 
gen (1) und (4) geniigt, ein n-Eck, dessen Umfang und Inhalt durch (2) und (3) ge- 
geben sind. Das Problem ist daher auf die Extremwertbestimmung von S und F 
unter den Nebenbedingungen (1) und (4) zuriickgefiihrt. 

Aus der Winkelfolge Q bilden wir die beiden Teilfolgen Q+ — {pr >---, pf} und 
Q- = {y,.-., y,}7), 80 daB g; genau dann in Q+ enthalten ist, wenn 0 < qj S 2/2; 


2) Ist P3144 sia} Dey BP; Pi tee Pisz-1, aber Pj_, + P; = Pi+x, so hat man 
an Stelle von P;-1, Pi41 die Punkte P;_, bzw. Pisx zu setzen. 

ie) Kine Ausnahme tritt nur ein, wenn Pi-1 und Pj+1 (bzw. P;_; und P3ix) zusammenfallen. 
Hier ]a8t man P; einfach fort und fiigt stattdessen zwischen zwei aufeinanderfolgenden, vonein- 
ander verschiedenen Punkten Pm, Py+1 einen neuen Punkt P auf dem Kreis K so one daB die 
Winkel P,», MP und PM Pm+1 beide positiv orientiert sind. Insgesamt hat man auch hee den 
Inhalt echt vergréBert. 


ti) Ae dieser beiden Folgen kann leer sein. Ist Q+ leer, so setzt man p = 0, ist 2- leer, so setzt 
man qg = 0. 
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“J 


alle iibrigen Winkel von 2 fassen wir zu Q- zusammen. Q* enthalt also nur nicht- 
_ negative und 2~ nur negative Winkel, und fiir die beiden Anzahlen gilt 


“ 


(5) pt+q=n, p20, q20 (p,q ganz) . 


Um nun die Aussage von Satz I zu erhalten, wenden wir die Jensensche Unglei- 
~ chung§) auf die im Intervall [0, 2/2] streng konvexe Sinusfunktion an: 


\ 


q Lae. 
_ (6) S <2nsin@ mit orev al 


_ Dieser Mittelwert ® der GréBen |qi| laBt sich wegen (1) mit einer geeigneten, nicht 
negativen Zahl ¢ in der Form 


4 é 
© (7) o=F(1-<] 

darstellen. Mit der Bezeichnung 

2 QO ae 
(8) aes Ba DV 

“431 i=1 
wird 

= KL 4 4 

(9) > = 7(A—B), G=5 (A+B) 


Beriicksichtigt man hierin (4) und (7) und lést nach A und B auf, so erhalt man 


ua 


2 


= & 


éE 
Sad 2 Bis } 


—k. 


(10) A= 


Andererseits folgt aus (1) und der Definition von A, B 
(11) A<p, B&q. 


Hieraus schlieBt man 
el2n—2p+2k=q—pt+2k, 


(12) 

el2n—2q—2k=p—q-—2k, 
d. h. 
(13) e=|p—q—2k|. 


Ist nun n eine ungerade Zahl, so gilt dasselbe auch fiir p — q — 2k, also hat man 


(14) eZ l. 
Daher ist nach (7) 

Tw n— I 
(15) Os ae eee 


und die Monotonie der Sinusfunktion im Intervall [0, /2] fihrt auf 


xz n—til 
.J 


(16) S <2nsin 3 ; 


8) Vgl. [1] S. 31 und [2]. 


hen eye, : od nee 
\ y heal Cha age ® bie 

we ia ‘ capee Sa 

* ie Urn Rate res PEAS 
As eke ¢ Ue ree ah igate* 8 ‘~4 

Nf ara ta oh ana ALE More. Sas Ne 

; y 4 "aS ; , J x + a ot 
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‘ 


Wir haben also: Fiir jedes Vieleck aus Mn(K) geniigt der Umfang der Absthiticdny: . 
 Fiir welche Vielecke aus IN,(K) wird in dieser Beziehung die Gleichheit errei 
In der Jensenschen Ungleichung steht, da die Sinusfunktion im betracht 


Be  Intervall streng konvex ist, nur dann das Gleichheitszeichen, wenn alle Winkel 


2 _ Betrage nach gleich sind: 4 at 
| a , (17) |p| =@ — (= 1,2,..., m). 
RS ts 


—. Damit meh in (15) Gleichheit besteht, muB ¢ = | sein. Also ist 


1 


(18) |ol= -— und p—q—2k=6 mit d=+1. 


-, - 


_ Die erste dieser Gleichungen fiihrt zusammen mit (4) auf 


yooh? (19) (p —q)(n—1)=2kn. 
Hiernach und aus der zweiten erhalt man ; 
An , 7 n—1 

(20) ; pqs On, ko : 


oT RPE eee beatae ogo eee 


Wegen (5) folgt 


aa fit b= abs ip Sn, ee 
7 (21) { 
Ba fir. Ove tl ep Ol ae 
be Alle Winkel sind daher auch gleichgerichtet, und zwar positiv fiir 6 = + 1 und 
_- -negativ fiir 6 = — 1. Die Extremalfigur ist somit ein regelmaBiges Vieleck mit dem ‘ 
. i: - Zentriwinkel — 
: 2m ==. Ba) fir 6=4+1 
vr (22) c= a : 
5 3 > R@-w==-*) fir 62-1 
Sie hat also das Symbol : 
(23) {n,d} mit d= > (n — 6). 


Die so definierten ganzen Zahlen d sind, wie behauptet, die am nachsten bei 7/2 ge- 
legenen. 


Wir kommen nun zum Beweis von Satz IT. Zuniichst bemerken wir, daB es geniigt, 
das Maximum von F zu bestimmen, denn mit jedem Vieleck aus My(K) enthalt 
diese Menge auch ein spiegelsymmetrisches, und die Inhalte zweier spiegelsymmetri- 
scher Vielecke unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen, 

Wir zeigen nun in einem 


Hilfssatz. Zu jedem n-Eck aus My (K) kann man ein weiteres so angeben, dap alle 
Winkel nichtnegativ sind, und der Inhalt sich dabei nicht verkleinert. 


Ks sind hierbei drei Falle zu unterscheiden: 


(a) q=0. 


nigren mit “tne Untebg und Inhalt sae 


pies . preter 


a! qz2. 


(b) is 
Beers 
fis). (h- Insp <ha imib.”: y= De 


“al 


gebrochenen* Umlaufe an. Den Restbogen teilen wir in q gleiche Teile und erhalten i in 


4 Seu baas PGs eel 2G Si a oot oe 
(25 —_ cao seer 
s we te Sanls ftir i=p+l, - POs n, f 


ise 


eine Folge nicht negativer Winkel, die den Bedingungen (1) und (4) geniigt. Ks ist 
némlich nach (b) und (24) 


§ hn — i 


durch positive ersetzt wurden. 
Es bleibt der Fall 


(c) ok grt 
zu behandeln. Das Verfahren des vorigen Falles versagt hier. Wir modifizieren es, 


 indem wir auch noch den letzten Winkel Pp der Folge 2+ verandern. Es sei jetzt 1 
_ diejenige natiirliche Zahl, die durch 


(27) @—la<p<ia | mit Rasy ps 
2 | 7 


; 
F definiert ist. Wir setzen nun 
4 ‘or fiir t= 12), pd, 
) 


© (28 ns " 
if p= 5 Pfr PAH eh ea he 
und erhalten: 
Tt lx — B — — 
ct) AEE 0 OLD of bln Bala, 
i=1 i=1 
| also ist auch hier wieder (1) und (4) erfiillt. Ferner ist 
; n p-1 
(30) 2F* = > sin2g* = > sin2 gf + 2sin2y—2F+D 
i=1 t=1 
- mit 


Bie: . . + . fe 
D=2sin2y — sin29; — sin2 qj. 


- Zur Umformung des Zusatzgliedes D verwenden wir die aus (30) und (4) folgenden 
_ Relationen 


— 
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e indeutig bestimmte ganze Zahl. Sie gibt diet durch die Winkel der Folge & Ot. an- ins 


a ep ; . 
_ Der Inhalt hat sich sicher nicht verkleinert, da nur negative Summanden von (3) — 
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(31) Pf +y=ka—p=(k—-)at+2y, 

die 

(32) sin (pj) + yj) = (—1)**' sin 2p 


‘ 


zur Folge haben. Dann ist namlich 


aa D = 2sin2y — 2sin(p; + 94) cos (py — %1) = 
42) = 2(sin 2 y)[1 — (—1)*+' cos(p* — 9{)] 20. 


Und damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Auf Grund des Hilfssatzes konnen wir uns auf Vielecke mit lauter nicht negativen 
Winkeln beschriinken. Die Argumente in der Gleichung (3) liegen daher im Inter- 
vall [0, x]. In diesem ist aber die Sinusfunktion streng konvex, so daB wieder die 
Jensensche Ungleichung angewendet werden kann: : 


2 n 
(34) 2F <nsiny mit y=— 2k: 
Unter Verwendung von (4) formt man dies zu 
Tt 4k 
(35) 2F <neoss(1— =) 
um. Fir das Argument folgt wegen 0 < q; < 2/2 
I It 4k qt 
00 Saree o 


Da die Cosinusfunktion symmetrisch beziiglich des Nullpunktes und im Intervall 


i 4k 
[0, z/2] monoton ist, hat man das Minimum von | 1 — i 


zu bestimmen. Diejenige 
ganze Zahl, fiir die dieses Minimum erreicht wird (im Falle n = 2 mod 4 sind es 
zwei solche Zahlen), hatten wir ,,am nachsten bei »/4 liegend“ genannt und mit d 
bezeichnet. Es gilt daher: Fiir jedes Vieleck der Menge My (K) gentigt der Inhalt der 
Abschatzung 


n Ld apr gs 
(37) |F| <$ cos ${1 — =“). 


Die Extremalfigur erhilt man aus der Diskussion der Gleichheit. Sie besteht in (34) 
und folglich auch in (35) genau dann, wenn alle Winkel einander gleich sind. Da sie 
auch gleichgerichtet sind, handelt es sich um ein regelmaRiges n-Eck. Die GroBe des 
Zentriwinkels ergibt sich aus (37) zu 


d 
(38) oa 23 
n 


Das extremale Vieleck (je nach der Orientierung ist es minimal oder maximal) ist 


also das mit dem Symbol {n, d} bezeichnete, wobei d die oben angegebene Bedeutung 
hat. Damit sind beide Satze bewiesen. 


Teil B (H. Muny). Zum Beweis unserer beiden Satze scheiden wir zunadchst aus der 
Menge IN, (K) gewisse Teilmengen aus, deren Elemente als Extremalfiguren nicht in 
Frage kommen. AnschlieBend bestimmen wir dann aus der Menge der jeweils noch: 


WSR RAT LT Ae Spa OP ar ey Oi re arnt gh nt J 
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“verbliebenen Vielecke die Extremallésungen. Bei der Bestimmung der Figuren mit 
~extremalem Inhalt geniigt es, diejenigen mit maximalem Inhalt aufzusuchen, da die 
 Figuren mit minimalem Inhalt sich von diesen nur durch die Orientierung unter- 
_scheiden. — Ohne Beschrankung der Allgemeinheit»ist K im folgenden als Einheits- 
_kreis und WV als sein Mittelpunkt gewiihlt. 

 dJeder Strecke Pj Pj, (wobei P;, Pi,, Punkte des Einheitskreises sind) ordnen wir 
nun denjenigen Bogen < 22 zu, der auf dem Einheitskreis bei positivem Umlauf von 
P; aus bis Pj; iiberstrichen wird; fiir die Liinge des Bogens schreiben wir: 


(1) b(P;i, Pé+1). 
Bei einem n-Eck der Dichte d ist dann gerade 
[igen 
(2) > b(Pi, Pe) = 2dx: 
i=0 


Beweis von Satz I. Wir behaupten zunachst: 


Von allen dem Einheitskreis einbeschriebenen n-Ecken der Dichte d hat das regel- 
mipige den groBten Umfang. 


Fig. 2 


Beweis?). Sei ein beliebiges dem Einheitskreis einbeschriebenes n-Eck der Dichte d 
gegeben. Ist das n-Eck nicht schon speziell regelmafig, so mu8 mindestens ein Bogen 
2d 2dx 

n 
Nun andert sich der Umfang des n-Ecks sicher nicht, wenn wir die Reihenfolge 


erdBer als und mindestens ein Bogen kleiner als sein. 
der Strecken P; Pj, abaéndern. Es bedeutet daher keine Einschrankung, wenn wir 


annehmen, dafB es zwei benachbarte Strecken AB und BC gibt mit 


4 Qda Qdn 
(3) b(A, B)> 7S", 0(B,c) <=. 


9) Vel. [4] S. 13. 


‘ eae vere tA, Bas 


Bre 80 kommt B me den aur ‘Streake BB Ba eee inte, ceo St | 

: a et ‘Dann ist aber AB’ + BO > AB + BO. Betrachtet man ee aes : 
RS Punkt J P auf dem | Bogen von A nach OC und verlingert die Strecke Ph ‘ 

Ne ‘ um AP bis nach P, so ist, wenn P den Kreis K durchlauft, der Ort von. cin Ap vollo- 


ee -nischer Kreis, dessen -n Mittelpunkt Q Q die Mitte des Bogens von A nach C ist (8. t (s.. 


ee , Daraus folyt, daB AP + PO - OP monoton Si age P den Bogen vn. nA 


nach @ urchin 


Fig. 3 ; 

AS 

Also hat das n-Eck, das man erhalt, indem man B durch B’ ersetzt, einen erdBeren. 
Umfang als das vorgegebene. Durch endliche Wiederholung dieser Konstruktion er- 


halt man aber ein Polygon, bei dem jeder Seite ein Bogen der Lange ane 


zugeordnet 
ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. : 
AuBerdem gilt: : 


Von allen dem Einheitskreis einbeschriebenen regelmipigen n- Ecken hat pea 
mit minimalem Wert von |n/2 — d| grépten Umfang. 


Den gro8ten Umfang hat némlich genau das regelmaBige n-Eck, bei dem die ein- 
zelne Strecke P; Pj; maximal ist. Dies ist aber genau der Fall, wenn gilt 
(5) | b( (ites P4431) = 7 | minimal, 

p. h. also, wenn 
(6). 


ist. 


_ 


n Loy 7 
ate a minimal : 


. Beweis von Satz II. Zuerst zeigen wir: 


oe Zu jedem dem Hinheitskreis einbeschriebenen n-Eck, von dem auch nur eines der 
—Dreiecke (Pi, Pix1, M) einen negativen Inhalt hat, gibt es ein weiteres n-Eck mit 
_groferem Inhalt, bei dem alle Dreiecke nichtnegativen Inhalt haben. 

7 


Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, da das n-Eck mindestens ein 
Dreieck (Pi,, Pi+1, M) mit positivem Inhalt. besitzt. Da eine Umordnung der Drei- 
“ecke (P;, Pi+1, M) den Gesamtflacheninhalt nicht andert, kénnen wir weiter an- 


vy 


EPchmen, daB das Dreieck (P;,-1, Pi,, M) negativen Inhalt hat. Wir ersetzen nun Pi, 

durch denjenigen Schnittpunkt, P;,, der Mittelsenkrechten!) von P;,-1Pi41 mit K, 
fiir den . 

~5 


(7) F(P;-1, P,,, Ppa) = Os 
Es ist dann 
(8) PUP Cy Care et ok (Paes Ree ia) 


Q und wegen der Invarianz des Flicheninhalts gegen Anderung des Aufpunktes gilt: 


(9) HP Pe, Me eR Pi yy AL) 

_— F(M, Pi, P3441) LF (P.,P, ake SM PP aoe dE (Pio Pj Peo) 
=H(Pi 3, Py, M) PEP, Pi41, dD), 

und damit ; 

(10) F (Pon. Picts Pig Pigtts ---s Pua) > F (Poy Pia Pa bil ape Lis Red gale 

| Weiter behaupten wir: 


Liegen alle Eckpunkte P; auf dem Einheitskreis, und hat keines der Dreiecke (Pi, 
~ Pii1, M) einen negativen Inhalt, so hat von allen n-Ecken der Dichte d das regelmdpige 
den groépten Inhalt. 


Beweis. Sei ein beliebiges, nicht schon regelmaBiges n-Eck der vorausgesetzten 


Art gegeben. Dann k6nnen wir die Strecken P; P;,, wieder so umordnen, dai zwei 
-Strecken AB und BC nebeneinander zu liegen kommen, fiir die (3) gilt. 
Fiihren wir jetzt genau dieselbe Konstruktion durch wie beim Beweis von Satz I 
(s. Fig. 2), so sehen wir, daB das n-Eck, das man erhalt, indem man B durch B’ er- 
setzt, einen gréBeren Inhalt hat als das vorgegebene; denn es gilt 


(11) F(A, B’, M) + F(B',C, M) > F(A, B, M) + F(B,C,M), 


da B' weiter von AC entfernt ist als B 
Durch endliche Wiederholung erhalt man ein n-Eck, bei dem jeder Seite ein Bogen 


s 2d 7 : : 
der Lange zugeordnet ist, was zu zeigen war. 


SchlieBlich gilt: 


10) Zum Ausnahmefall P;,-1 = Pi,41 vgl. FuBnote 6. 


AS 
‘ 


‘Le Paks = ~~ ae ed a "sae 
"a : a Aan fe ies PK % 
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400 W. Decen und H. Muny — ARCH. MATH. 
Von allen dem Einheitskreis einbeschriebenen regelmapigen n-Ecken hat das mit 
|n/4 — d| minimal den gropten Inhalt. (Calg he 


Beweis. Den gréBten Inhalt hat genau das regelmaBige n-Eck, bei dem der Inhalt 
des einzelnen Dreiecks (P;, Pi+1, 12) maximal ist. Ms 

Fassen wir im Dreieck (P;, Pi+1, ) P;M als Basis auf, so sehen wir, daB der 
Inhalt am gréBten ist bei maximalem Abstand des Punktes Pi; von P;M. Dieser 
Abstand ist aber genau dann maximal, wenn 


(12) | (Ps, Pin) — F | minimal, 
d.h. also, wenn 

(13) if a minimal 

istsy 


Im allgemeinen gibt es nur ein d, das diese Bedingung erfiillt. Nur wenn n = 2 
(mod 4) ist, gibt es zwei Lésungen; denn dann ist 


1 
(14) d= Z+5> 
awh: 
2d J J 
(15) (Pn Pada => £3 


wobei der Abstand des Punktes P;,; von P;M in beiden Fallen gleich grof ist. 
Damit ist auch Satz II vollstandig bewiesen. 
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